تحليل رياضي (3) 

السنة : الثانية 

القسم: العلوم الأساسية 
الاختصاص: هندمة حواسيب 
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مدشورات جامعة دمشق 
كلية الهددسة الميكانيكية والكهربائية 


الذكور الذكتور 
عازار الشايب محمد نور شمه 
أعتاذ في قسم العلوم الأساسية أستاة في قسم العلوم الأساسية 
الدكتور 
شكري أبو عرابي 


مدرس ف قسم العلوم الأساسبية 


جامعة 
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ل الالال 
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الموضوع 
١‏ الاب الأول 

. الفصل الأول: المتحول المركب والدالة المركبة 

الأعداد المركبة وجبرها 

تمثيل العدد المركب ديكارتيا وقطبيا 

نطرية دوموافر 

القطوع المخروطية 

تمارين 

الدوال المركبة 


انهاية و استمرار و اشتفاق دالة مركبة 
الدآلة التحليلية و. نظرية كوشي - ريمن في الدوال التحليلية 


الفصل الثاني: التكامل المركب (النكاملاث الخطية ) 
التكامل الخطي العددي: 

خواص التكاملات المركبة 

نظرية كوشي التكاماية 

استقلال التكامل من الطريق (المسار): 

صيغ كوشي التكاملية 

.تمارين (3) محلولة 

الفصل الثالث: السلاسل المركبة وسلاسل تابلور ولورانت 
السلاسل المركبة: 

التقارب الشرطي و التقارب بالإطلاق 
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خواص السلآسل المركبة )120 ا 
السلاسل الدوال المركبة 1 0 ©" 1 
اختبار قايرشتراس : ١‏ ا 
سلاسل القوى 122 ا 
نظرية. تأَيلُور في النشر 123 ا 
تشر ماك لوران 127 
علامات أولر بين الدوال القطعية والدائرية والدالة الأسي: | 129 
العلاقة بين الدوال الدائرية والفطعية: 31 
تشرا لورانتة ا 
تَعين نوع النقطة الشاذة وفق نشر لورانت: - 135 
تمارين 136 
الفصل الرايع: نظرية الرواسب وتطبيقاتة 247 
١‏ طرق حساب الرواسب: 9 150 
1 2 12 
13 
تطبيقات نظرية الرواسب في التكاملآت الحقيقية: 7 | 766 
تمارين (4) محلولة 10 
الفصل الخامس : التطبيقات المطابقة (المحافظة) ليل 
بعضل التحويلات العامة (التطبيقات المطابقة): 185 
| بعض التطبيقات الخاصة 3 158 
ا تمارين” محلولة وغير محلولة 154 ا 
7 لباب الك 5 201 ا 
الفصل السادس: نشر الدول وسلسلة وتكامل فروييه 2 | 203 1 
الدوال الفردية والدوال الزوجية ونشر قورييه: 214 


وتسور سح عمسمو م :00 :0:07:17 موده سم سس سس سس سا 
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النشر وفق سلسلة جيوب تمام: 
. النشر العقدي لسلسلة فوربيه: 
| التحليل التواققي 
العمليات على سلاسل فوريه: 
الجمل المتعامدة 
سلسلة فوريه والجمل المتعامدة: 
| تكامل فوريه 
الشكل العقدي لتكامل فوْرَيُه 
تكامل فوريه للدوال الفردية و الزوجية 
تحويل فوريه وعلاقته بتحويل لابلآس: 
الفصل السابع : الدوال الخاصة 
تكامل أولر من النوعين (الدالة بيتو غاما) 
اقة بين الدالتين (م)1 و (,6)/ 
أدالة الخطا 2 


كثيرات حدود ليجاندر 

أمثلة وتمارين على الدوآل الخاصة 
| الفصل الثامن: تحويلات لابلاس 
| تحويل لابلاس لبعض الدوال الأساسية: 
التحويل المعاكس لتحويل لابلاس 

الطرق العامة لتحويل لابلاس العكسي؛ 
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التحنيل الرياضي / 3 / فهرم و مقدمة 


الصيغة العقدية لتحويل لابلاس العكسي: 


حل المعادلات التكاملية: 

تحويل 2 وعلاقته بتحويل لابلاس 

تعارين محلولة , 
الباب الكانث 

الفصل التاسع 3 3 


آلمغادلات التفاضئية الجزئية من المرتبة الثانية والتمط الزائدي 
طريقة فصل المتحولات (طريقة فوريه) 

الفصل العاشر 

مسائل تؤدي إلى معادلات ذات نمط مكافني: 
اطريقة فصل المتحولات والمعادلات ذات النمط المكافني 
الفصل الحادي عشر 

المعادلات ذات النمط الناقصي 

مسائل يؤول حلها لمعادلة لابلاس 

تحويل لابلاس في حل المعادلات التفاضلية الجزئية 
المعادلات التفاضلية الجزئية بأكثر من متحول 
تمارين و مسائل محلولة 

ديل الممتظلحات العلمية 

المراجع 

اللجنة العلمية و التدقيق اللغوي 


3267 
3277 
39 
379 
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بسم :الله الرجفن. الرحيم 

مقدمة: 

توافقاً مع الخطة الدراشية الجديدة لكلية الهندسة الميكانيكية 
والكهربائية في جامعة دمشق كلفنا بإعداد كتاب التحليل 
الرياضي/ 3 رفي السنة الثانية لاختصاص قسم الحواسيب. 
وجدنا أن مفردات هذا المقرر واسعة »ولهذا توخيننا عدم الإسبهاب 
في للشرح النظري قدر الإمكان والإكشار صن التطبيقات التسي 
تساعد طالب العلوم الهندسية (الحواسيب) يتفهم الأبحات النظرية 
واستخدامها من أجل تطبيقنات علمية خاصة لدراسته بفرعيهاء 
الميكانيكي والكهرباتي و ما يتفرع عنهما من فروع خاصة. 

يتألف كتاب التحليل الرياضي / 3 / من ثلاثة أبواب كمايلي : 

في الباب الأول بحثنا قضايا التحليل المركب. و نظرية الدوال التحليلية 
والتكاملات المركبة ونظرية الرواسب والتطبيقات المحافظة: 

أما الباب الثاني فقد خصص لنشر وتكامل فوريه و الدوال الخاصة كما 
بحثنا في الفصل السابع منه موضوع الدوال الخاصة؛ فدرسنا بعض هذه 
الدول بالتفصيل والبعض الآخر بإيجاز »؛ و. درسنا تحويلات لابلاس 
بكاملها وتحويل 2 وتطبيقات هذه التحويلات. 
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أما الباب الثالث فقد خصص لدراسة المعادلات التفاضلية الجزئية و 
نعني بها المعادلات الفيزيائية الرياضية ودرسنا أنماطأ ثلاشة لهذه 
المعادلات الزائدية والمكافئة والناقصية ؛ ثم وضحنا الطرق الخاصة بحل 
هذه المعادلات ووضعنا بعض التطببقات. 

ترجو أن نكون قد وفقنا في عملنا هذا وثلافينا أخطاء في المؤلفات 
الننابقة كما نرجو من القراء موافاتنا بملاحظاتهم للاستفادة منها في 
الظبعة القاذمة . والله من وراء القصد . 


المؤلفون 
25 2013/6 


التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 


التحليل المركب 


5أك نامث عع أمصصوة 
الفصل الأول: المتحول المركب والدالة المركبة 
الفصل الثاني: التكامل المركب (التكاملات الخطية ) 
الفصل الثالث: السلاسل المركبة وسلاسل تايلور ولورانت 
الفصل الرابع: نظرية الرواسب وتطبيقاته 
الفصل الخامس : التطبيقات المطابقة (المحافظة) 


المؤلفون ؛ د.محمد لور شم د. عازار الشايب د. شكري أبو عرابي 
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1 1 ْ الفصل الأول 1 


المتحول المركب والدالة المركبة 


كصمتاع صن" يمع افرصروع عط جره كع مدن لاز )اع امع 


إن أول من قدم الأعداد المركبة العالم غيرو لامو كاردانو ( 1013030 
50 )) عام 1545م في مقالة بعنوان 9/3808 805 حيث أعطى 
قيمة للأعداد السالبة وأبرز خواصها ء ثم جاء العالم الرياضي كارل فريد 
ريشت (مء08,ع !0ح) فأعطى الاسم الحالي للأعداد المركية و 
استخدمها في إثبات النظرية الأساسية في الجبر (يوجد لكل كثيرة حدود 
غير ثابتة جذر واحد على الأقل). 

ستبحث في هذا الفضل خواص الأعداد المركبة ٠‏ 

يعطي مفهؤم التفاضل والتكامل للدوال ذوات القيمة المركبة عمقاً جديداً 
في الرياضيات ٠‏ فضلاً على أن طبيعة المتغير المركب تقدم نتائج مفيدة 
في الرياضيات التطبيفية . 


المؤاشون ؛ د.محمد نورشمه د. عازار الشايب د. شكري أبو ضرابي 13 


الفصل الأول. المتحول المركب وإلدالة المركبة 
الأعداد المركبة وجيرها 


9ع عام ماعطا ممه دنع ط دون لل عام مرو6 
معلوم أن مجموعة الأعداد الحفيفية ]لا تحقق خمس قواعد جبرية تسمي مسلمات 
الحقل وهي : من أجل الأعداد الحقيقية 6,6,6691 


 .1‏ قانون التبديل ٠:‏ ه+داء مجم فمه ممدمة 


2 قلنون التجميع ٠:‏ (0+0) +ه-ء +( +م) 4ه نه -عزهه) 
3 قانون التوزيع :م +ذه ده +م)ه ‏ فس عطجعمدعزط جم) 
2.4 العنصر الحيادي : الصفرجيادي الجمع والواحد حيادي الضرب 
معاد ودلجه 4م مادمدتن 
2.5 النظير الجمعي والضربي : 
مام عاج كمه قجه مدزهن- ود زماجن 
مشكلة وحل : 
من أهم نقائص الأعذاذ الحفيقية !انها لاتزودنا بجميغ الحلول الممكنة 
لمعادلات كثيرات الحدود مثل المعادلة. . 10+ *< لكي لايمكن أن 
تحل باستخدام الأعداد الحقيفية. لأن مربع عدد حقيقي عدد غير سالب . 


لسلس _ ست بيب ل مبببااااا ممم 
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وللتخلص من هذا النقص نعرف مجموعة الأعداد المركبة © على أنها 
مجموعة كل الأزواج المرتبة (المتجهات) (تز,ة) 2 من الأعداد الحقيقية 
حيث تحقق هذه الأزواج عمليتي الجمع والضرب التاليتين : 


(ادنوم عم - (طره) + زرك 
(مبر ٠‏ طدرطير - ميا (طاره) (تر ,ع 


تمثيل العدد المركب : 
يمكن تمثيل العدد المركب من الشكل (بر,) -2 بنقطة في المستوي الديكارتي 
إحداثياها ".د أو بالمتجه (قطعة مستفيمة موجهة) مبدؤء نقطة الأصل 0 و نهايته 


النقطة (نز,2) كما في الشكل التالي 


لاجام 


وينقس الطريقة نعبن عما يلي : 
1. مجموع عددين مركبين (0,8),(,) يمثل بالمتجه مبدؤ نقطة الأصل 
0 و نهايته النقطة (8+«رره+©) . 
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2. مضروب عددين مركبين (0,0),(نز,:ا) يمثل بالمتجه مبدؤه نقطة الأصل 
0 و نهايته النفطة (هبر- اند,اير- مم . 


تمثيل العدد المركب ديكارتيا : 

مجموغة الأعداد المركبة تحثوي على الأعداد الحفيقية كمجموعة جزئية منها » 
حيث إن : (رس) (ا0) + (0ند)ت رمرم 

المقدار التخيلي (الردز 1 ): 


إذا مظنا (20) بالعدد + و رمزنا للمفدار (0,1) بالرمز | فبإمكاننا كتابة العدد 
المركب (نر,:)-2 على الشكل : .برغ + + ج وهي القيمة القياسية للأعداد 
المركبة وللرمز ١‏ يسمى العقدار التخيلي ويحقق الخاصية : 


(10) -جار0) زتره قر 


رد 


جزءا العدد المركب : 

بما أن برج دحج ء فإننا نسمي العدد مدت ده الجزء الحقيقي للعدد 2 بينما 
نسمي العيد بر- 70 الجزه التخيلي للعند ع . 

معكوس العدد المركب: 


إن المعكوس الجمعي للعدد المركبيرة + + -: هو بر + -2- ء بينما 
المعكوس الضربي للعدد المركب بر( + دج هو : 


16 


التحليل الرياضي / 3./ الباب الأول 


مثال1] : 


بفزض لدينا الغددان '3+4/7- ,رد.و./1-4د يك والمطلوب : 


1. أوجد الجزء الحقيقي و الجزه التخيلي للعدد ٠2‏ 


أقياأيها عدن و مذو أل عد 


3. إأكعب الكسر نك على شكل عدد مركب ؟ 
: 


4. أوجد المعكوس الجمعي ,2 - و المعكوس الضريي ' ,2 - 


1: إن الجزء الحقيقي للعدد ,2 هو 3 ,262 والجزء التخيلي للعدد,: هو 


4ح مها 


2. لحساب الطلب الثاني تكتب : 
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الفصل الأول المتجول المركب والدالة المركية 


2 
3. لكتابة الكسر © على شكل عدد مركب نضرب البسط والمقام بمراقق 
: 


المقام فنجد: 
ب افج هحجتة هت 
1+6 8 
5307 :(4 +02 +610 
7 17 
4ل د 


بينما المعكوس الضربي "رت فهو 


و 


17 
مرافق العدد المركب (2): 
مرافق العدد المركب بره + بدح هو بر --2 » ومن أهم فوائد المرافق هي : 
1 ضرب أي عدد مركب رخ + دج بمرافقه برْ-+-خ هو عدد حقيقي 
#بر+ 2د- 2.2 الأمر الذي يفيدنا في تبسيط الكسور التي مقامها عند 
مركب فتضرب البسط و المقام بمرافق المقام للحصول على عدد مركب 


ةم 


2. أن مرافق المرافق لأ عدد مركب. + هو العدد المركب ذاته 2 2ج . 
خواص مرافق العدد المركب (2 ): 
1. المرافق لمجموع عددين مركبين هو مجموع المرافقين : 


و2 + ,3 ع ره + رع 


التحليل الرياضي /.3 / الباب الأول 
الإثبات : 
إذا كان ,+ يدت و يرن" 


,) 


1+ يد) + ( رن + ر) د ره + ره 


(وبر+ ,)ف (يد + زه) د (وثر + ,)1 + زيند + )د 


2 + 2ك( ينرأ - ,«) + (إبر اخ يد)د 


2. المرافق لفرق عددين مركيين هو فرق المرافقين : 


( ينغ + ينة) - ( ,لزغ + بعد) - ياس ,2 


(ونر ‏ وبر) ف + (يدب ) > ( نرت بر)ظ +(يد- د - 


وقح <(رل[ 1 -,)ت ررفدي6)- 


3. المرافق لمضروب عددين مركبين هو مضروب المرافقين : 
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الإثبات : كز + ينت)ءل ,لز + 0 


(اليئة - ول ,)+ ( ولق ,رح يد د) - 
لو - يند) زط > (وبررة - يه) داد 


وقرة <( ينرأ - وه).( 2 غ- )د 


4. مرافق مضروب عدد حقيقي 0 بالعدد المركب 2 هو ناتج ضرب العدد 
مرافق مضرود حقيقي, 
الحقيقي © بمرافق العدد المركب  :‏ 22 - 00.2 


الإثبات: تماد على الخاصة 4 نجد : 


الإشباك ع بن ““(يقية )/(.يق) د27 لد 


و اعتماداً على القاعدة #در+ 2,ر- .م عدد يمكن إخراجه خارج المرافق : 
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(2 م5 


و اعتماداً علئ' الخاصة 4 نجد : 6 د(2. م 


طويلة العدد المركب (|ن|): 
هي الجثر الموجب للمضروب 5.م » أي أن : أبر+ “عاك || 
وهو عد حقيقي يعبر عن طويلة المتجه 2 -مما تقدم نستنتج أن : 


كرتل - ادها 


تعميم : 
يمكننا تعميم فكرة الجمع و الطرح والضرب لعددين مركبين إلى أكثر من عددين 
مركبين وتبقى الخواص السابقة صضحيحة ٠‏ 


اعم 


المرافق لمجموع (أو فرق أو ضرب أو قسمة) عددين مركبين هو ناتج جمع ( أو 
فرق أو ضرب أو قسمة) المرافقين أني : 


باه -ب بي يبي جيه 
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الفصل الأول المتحول المركب والدالة المركبة 


بفرض لدينا العدد برَة+ء - م أثبت : 
1 )280 عمد ودع 
2 سا2 
3 (*تاصانة ع بروزة د 

الإثبات : 

بالتعريض المباشر عن اد 2 


2-2-2 


نحصل على الإثباتات المطلوبة . 
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التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
تمارين (1,1) 
بفرض لدينا العددان 47-+30- ,د و 10-41- ,2 والمطلوب : 
1. أوجدردة رماو رعارميء 
2- أوجد الجزء الحفيقي و الجزء التخيلي لكل من ,+ ,2 وار ٠ 2,١‏ 
3- اكتب الكس 3 على شكل عدد مركب ؟ 
4. أوجد المعكوس الجمعي ,2 - و المعكوس الضربي “,2 . 
5. أثبت أن (2)م1-- ( )مه . 
6. أت أن )سك ()مل . 
7 أثبت أن المرافق لمرافق أي عدد مركب هو العدد المركب م - 


8. أثبت صحة مايلي : 


250)١ 13-5‏ +25) 23-5- ايو + ) 
انك 7 2 - 
واف > لم 
ون 29-) 
و1 ون - 1 
[240-24 الا لس 
م25 51 , ا 1 
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]235+ 23100 -14[ 
513 


بعض الإجابات + 


316-80 » يك 


المتحول المركب والدالة المركية 


لسكا 
1-0 


2+2 وه بون 3 


011290 
)-13)2.5+ 2.9 


انه 


التحليل الرياضي / 3 / 5 الباب الأول 
التمثيل القطبي 71484107عدوع7م؟] موزمط 
إذا اعتبرنا أن العدد المركب (لر.) 2 متجه فإن طويلته وزاوية درران هذا المتجه 
مع محور السينات _تحددان العدد المركب بششكل وحيد نسميه التمثيل القطبي للعدد 
المركب «(5,1)- 2 أي أن (22),0حيث إن : 


0 <سس و بر اول - إوإخمر 


#>50ج ل لوماعس-0 
2 


كماهو موضح بالرسم التالي : 


نكا 


ا ا ا يي 
الؤلشون : د.محمد نور شم د. عازار الشايب د. شكري أبو عرابي 25 


الفصل الأول المتحول المركب والدالة المركية 
تسمى القيمة الأساسية للإزاحة الزاوبة (0076111ا3:8)» ويرمز لها بالرمز 2 1ه و 
21 + 2 جرال 
نستخدم العبارة : ٠‏ حيث »ا عدد صحيح ثابت ٠‏ للدلالة على 
زاوية معينة . 
التمئيل المثلشي : وبالرجوع إلى المتجه الأصلي 2 نلاحظ أن : 
(تجنم) وم إه| - ةذه "عد 


(2 يانة) ماد 


ويالتالي د (0سة +0 ومه) دير ددع 
أو يمكننا أن ذكتب :0 عدع, [22 يره) طنع 1+( ونم ودم] عت 2 
وهو التمثيل المثلثي للعدد المركب. 2 . 

التمثيل الأصسي : 


اعتماداً على صحة العلاقة المثلثية التي تربط بين الحالة المثلثية و الأسية التالية : 
(0 هه +0 وم) - *' »نستائج الصيغة الأسية للعدد للمركب: 
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التحنيل الرياضي / 3 / الباب الأول 


الخلاضة :. ٠.‏ نستطيع التعبين عن العدد المركب بإحدى الحالات التالية 


1 التمثيل الديكارتئ: خدج )كه 
2 التمثيل القطبي ١‏ (0,0)-2 
3 للتمثيل المثلتي 5100.١.‏ 7-0090+1- 2 


4. التمثيل الأسي : 2 00 ا 
مع إمكانية الرمنم البباني لكل حالة من الحالات السابقة + 


مثالة أوجد التمثيل القطبي للأعداد التالية 


وى 0007 
5-3 | أعدد 1 
نلاحظ أن 2 
العدد المركب 3القتزيلة ١‏ 
1 اننا 2 1 يكم ا 
ص ار 0 
4 ال 0 
1-4 إنعلم] تكتك عق 1 )به 
1+7 إتجلز 12661 ديه 
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الفصل الأول المتحول المركب وإلدالة المركبة 


الاحظ الشكل ؛ اما 


)عع 


الزوايا القطبية غير وحيدة التحديد » أي أن زلوية الميل تأخذ قيماً متعددة كما يلي : 
كك 1 


2 + - (1- كه 2 


0 ب -(-ا)هي .3 
7 5 
نويه لل له يي 4 


حيث إن »!ا عدد صحيح : و بالتالي فالتمثيل القطبي للأعداد السابقة هو : 
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التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 


[فممحع عمةه + 0 د14 .1 
| نمق كمه جومم 526 1-3 
لم + ا + 2 ٠‏ 


ممح انه 11 (تقجج ج ادم | لديا 


نظرية دومواقن (دمعمعمة 5"زعيرمالا 96). + 


أثيت صحتها العالم الفرنسي أبراهام دوموافر (1754-1667) م والتي تتلخص 
بالعلاقة : (9مصته +0 ,«ومه) > ”(0 دع ١1‏ 6 سدت) 


حيث إن 0 عدد طبيعي. ولنظرية دوموافر تطبيقات مفيدة منها النتيجة التالية : 


نتيجة. (1): :20 نستطيع حاب عددا مزكبا من الشكل: .+2 :كما يلي 


“لهل لدم وم كرد فا عر 


(0”صلة ”0 تع نجوه “د 


احسب كلا من العددين التاليين : ”0 +!) يه , ”1+0) - 
ألحل : نستطيع أن نضرب العدد. (1+1) في نفسه 8 مرات للحصنول على النائج 
» وللكن باستخدام نظرية دوموافر نخصدل على الجواب بطزيقة أسهل : 

|[ مت جاه رمت كاده قل <نجا 
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الفصل الأول المتحول المركب وألدالة المركبة 
وباستخدام القيمة الأساسية للزاوية نحصل على المساواة : 


كس بحر تعس ذل دبا 


ومن نظرية ديومؤاقن نحصل يعلى ,: 
٠ 0‏ 
ل > ادم _, 
كاضر ا 2ح "(11) 
6ل (مجلل لك | كمه تدر ]| 2 
وبالتالئ + 16- ,2 وبنض الطريقة السابقة نجد أن : 
كم جر 0 
| مدر م 22 
١ت‏ بكر بيهر" 0 
دده عد تركس | و 
تماعقاد يه 
طريقة ثانية لحساب */+1) - ,د 
161+م6لء 7+ 16 - + + - *دل د يع 


نتيجة. (2):. نستطيع جساب جدون لعدد مزكب من الشكل ‏ اغتماداً 
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التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
على نظرية دوموافر (حيث إن عدا صحيحا 1 واعاديا ):: 


*[0+20) مه 1 م2 +0وو)] “رد “2 


(177510:)61+2+(0+271)ررووه 27 
00 أوجد جذور المرتبة الثائية و" الثالثة و,الزابغة للعدد لد 5 


الحل : تحول إلى الششكل المثلثي 1+ 0-7 فكتياة 


متل0 دعن مهدب 3 - للمفاءعة-8 


حيث إن ٠‏ مرتبة الجذر ٠‏ أي أن : 


|مد كام جرم كم |- 


وبواسطة نظرية دوموافر نجد : 
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1. عتدما ‏ 8-2 نجد م: 1 7 


يوجد جذران هما : 


اللؤلفون , د. محمد ثور شمه د. عازار الشايب د. شكري أبوعرابي 


' 
انأ 0# م :0 
0 


الفصل الأول 2020 المتحول المركب والدالة المركية 


؟ن - | ركعدة ‏ ب+زكيه اد 
0 |ركس رجي ]ده 
137 


و ا هيف 0 
00 ص وس رسج وهم | 3 


م 


2. عندما 3حن نجد ال ١‏ لي 07 


يوجد ثلاثة جذور هي : 


0 0 3 
0 3 كام +1 مض 


كنام . كناب ع إن +( كك ب كين لد 
تحال | 5 جم باه 1+ 9 | 


3. عندما. حب تجد : حك سكين ندري بي | - 8 
أي يوجد أربعة جذون هي : 


5 3 2 
)ا امور 24 


عقا ار بعتو كب كاوواك 

ل 0 إككسسك جه | 4 

ا ]| 
37 م 1 
00 إمتعس يه 1 


التحليل الرياضي / 3 / ... الياب الأول 


إن جذور العدد المركب في كل حالة من الحالات تشكل مضلعاً منتظمأ كما في 
الشكل : 


ا 000 
المؤلفون ٠‏ د.محمد ثورشمه د. مازار الشايب د. شكري أبو عرابي 5 


الفصل الأول المتحول المركب والدالة المركبة 
القطوع المخروطية + 


انستطيع تعريف الفطوع المخروطية (القطع الناقص و القطع الزائد »و القطع 
المكافئ ) بدلالة المسافة كما يلي : 


1 القطع الناقص : 

يعرف القطع الناقص على أنه مجموعة نقاط المستوي الإحداثي التي يكون مجموع 
بعدي كل منها عن نقطتين ثابئثين في هذا المستوئي يساوي مقداراً ثابتآً ٠‏ و تسمى ا 
النقطتان 8 , 4 بؤرتي القطع الناقص ٠‏ ولنوجد القطع الناقص الذي يمر بالنقطة 


ف وأبؤرتاه 1--8 , 42+41 ل 


الحل: إن المتجه ,ع2 من النقطة يعإلى النقطة + ء و اعتمادأ على تعريف 
الفطع الناقص نجد : » - |1 + ء| + 2-11 | الشكل التالي : 


4 


حيث ع عدد حقيقي ثابت ٠‏ وبما أن 2-7 تحقق هذه المعادلة 


التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
إذأ م- 23 دلا دإ +ادة| 


فالقطع للناقص يعطى بالمعادلة  :‏ 2/2+|1+م[ :|1 | 

2. القطع المكافئ : 
يعرف القطع المكافئ على أنه مجموعة نقاط المسئوي الإحداثي التي يكون 
مجميع بعدها عن نفطة ثابتة 4 في هذا المستوي يساوي بعدها عن مستقيم 
ثابت ما :و تسمى النقطة 4 بؤرة القطع المكافئ » ويسمى المستقيم 1 
دليله ) » لنوجد معادلة القطع المكافئ الذي بوره + و دليله المستقيم 
اسعبراء 


الحل: اعتمادأ على تعريف القطع المكافئ نجد : [+برع-ٌج| 


و بالإصلاح نجد > نر 1(7 برج بول 


بر2 + ا+ تمر 7( بر قير 
وبالتربيع نجد : كدر مد برد رد 


3. القطع الزائد 
يعرف القطع الزائد على أنه مجموعة نقاط المستوي الإحدائي التي يكون فيها 
فرق بعدي كل منها عن نقطتين ثابنتين في هذا المستوي يساوي مقدارأ ثابتاً . 
و تسمى النقطثان 7 , 4 بؤرتي القطع الزائة » ولنوجد القطع الزائد الذي يمر 
بالنقطة 1+1 ء و بؤرتاه 1--8 , 1+-4؟ 


200 
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الفصل الأول. المتحول المركب والدالة المركبة 


الحل: اعتماداً على تعريف القطع الزائد نجد : ء- إا+م|-]ا-ى| 
حيث © عدد حقيقي ثابت , وبما أن /+1- 2 تحفق هذه المعادلة الشكل (1-4) 
إذآ قل سه سي لدم 


فالقطع الزائد يعطى بالمعائلة 514 1-- إقبيم||قدء| , 


حالة خاصة : عندما يكون 020 نحصل على مستقيم منطبق على المحور /1 
لأن : 
0 جنر ما | مرفجعم| 


برج 7(لجم)ه بره “(1-ج) جد 
3-0 


تمارين داعمة 


في التمارين التالية من (3) وحتى (12) أوجد الطويلة ».و الزاوية » ثم 
التمثيل القطبي للأعداد المركبة التالية : 


يدؤرل 9511 8 )5 6ه قن 


التحليل الرياضي | 3./ الباب الأول 

ا 6 لك ,2 200 
في التمارين التالية من (13) وحتى (18) استخدم نظرية درموافر لكتابة 
كل الأعداد المركبة بالصيغة برب+م : 


5-5 15 ١ “وت‎ 


الدع ““(+) 


ام ل 4 يه (-يم) 167 


في التمارين الثالية من (19) وحتى (24) استخدم نظرية دوموافر لإيجاد 
حميع الحلول لكل من المعادلات التألية + 
ماد :502-232 _. 207 


24:  ج*14دق‎ 


5. أوجد جذور المرتبة الثانية و الثالثة و الزابعة و الخامسة للعدد 
1+4 مع رسم جور المرثبة الخامسة . 


6 أوجد معادلة القطع الناقص الذي بورتاء 7 ويمر بالنقطة 1+7 . 


ماالصيغة المناظرة في الهندسة التحليلية , 


اللؤلفون ؛ د.محمد تورشمه د. مازار الشايب د. شكري أبو صرابي 


ا 
ا 
ا 
ا 
ا 
ا 


الفصل الأول المتحول المركب والدالة المركبة 
7 أوجد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه + م 1 ويمر بالنقطة 
0 . ماالصيغة المناظرة في الهندسة التحليلية . 
8. أوجد معادلة الفطع المكافئ الذي بؤرته. :+1 و دليله المستقيم 


0ل برجم . 
9 أوجد المعادلة العامة في الصورة المركبة للقطع الزائد الذي بؤرتاه 
.هه 


ثمارين مطوزة 
أولاً 8 0 (ومبعاطمرط 0 
أتمرين 1 بسط التركيب التالي: جمد بز واكتب الناتج 
بالشكلين الجبري و المثلثي : 
الحل: أولاً جبرياً: ." بالإصلاح نجد : 22 رووة - 3 


«ازع 
يي ل و 2 - 1 


أي أن الشكل الجبري (الديكارتي) هوه ١‏ 2 دنر 3-م ْ 


التحليل الرياضي / 3 / الباب الأو( 
ثانيأ مثلثياً : 1-0 - ره تمل د مد 


)مز 558 ف 5 


(0صتمن 0كمه)م - 2 
تمرين 2 احسب الجذور الأربعة للعدد 1 من المرتبة الرابعة: 


الحل: نكتب العدد 1 بالشكل : 


(قاني 


نلاحظ أن: 0 رة 2 قجىة 


|تفترين 3 “عين الجزء الحقيقي والجزه التخيلي للعلّدد المركب: 


0+ق)ما- 2 


المؤلفون ؛ د.محمد تورشمه د. مازاز الشا/ 
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الفصل الأول المتحول المركب وإلدالة المركبة 
الحل : لنكتب العدد 3+7- / بالشكل الأسي؛ حيث إن : 
عبر 3دم 


خلج :قلدمر 


“بم 18.34- وما دده[ - 8و 
1832+3606 عر ةب 0332:3600 )رن بج 
أمرين 4 احسب الأجزاء الحقيقية والمركبة للتراكيب التالية: 


زع تكس 


2-2)طا- رع 


الحل: أولاً تنبدأ من (5-)مات ,2 


رلاعة+#اأي وربوواك 5سا + (ا-)ها- 5زا-)س - ,2 


2 جج)- ير : 0.6989 ع« :-.. 2+ بر)ز + 06989 - ,2 
ثانياً: 0+ 5/)ما - رن لتكتب العبتارة 5+7 بالشكل الأسي 
3م فنجدا: 
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إلتحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 


( باد ,4 , 3+1-2/عم 


0 
)درا 00 


در 7 0301 ير (مه+2) رمد - 


2+ ةذ 
م 


كنقاان 2-0 حيث إن و بالتالي : 
3 2 00 
تاعنس ون السطحواناى_ نمال د نوم 


رايعاً : (2-2)ها- ريز 


لتكتب العبارة :2-2 بالشكل'الأسي حيث إن هخير ١‏ 2-م 


5-- رد نود [شت)ني-6 م 


3 
عمسم +دمة- واج كانه 2ها- 2/26 صا- ,2 


:تمبرين 0 لسدينا إحدائيات رؤوس المثلث 886 هي: 
(6-,2(,6)1-,4)1,2(.8)4, برهن أن هذا المثلث متساوي الساقين 
واحسب أطوال أضلاعه معتمداً على مفهوم العدد المركب. 
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الفصل الأول المتحول المركب وإلدالة المركبة 
الحل: نلاحظ أن النقاط 8 ,8 © تمثل الأعداد المركبة التالية: 
اد رقع نر لقحفدجمة الجاع ع4 
وبالثالي يمكن معرفة أطوال أطملاع المثلث السابق كما يلي: 
5- 16+ قل - |(2+ج): + (4ه- )| د|,ر2- ,| 
8- )نا |(6 جم + 1 - )| |,2بي2| 
5- 16+ ول - |6 +2): + ( - 4 - إرة - | 
إذاً فالمتلث متساوبي الساقين. 
م 


بفرض 2 عدداً مركباً حيث بخ + -2 أو “2-6 معلوم عين بالرسم 


الأعداد الثالية: ‏ 22 ٍ 02 


الحل: انظر الأشكال التالية + إن «-جح-7- 
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التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 


يسبل يبي يدم 
الؤلفون , د. محمد ثور شمه د. عازار الشايب د. شكري أبوعرابي 43 


الفصل الأول المتحول المركب والدالة المركبة 


عين في المستوي المركب 7 المجموعات النقطية التالية: 


أ وى إصوجعدة م مله 
2-1 

531 د 

2 دم 
ه. لا جا لع ج|دة و٠‏ لع]ا-ج||ا+ مز 


الحل 0 سوف نحل هله المكذألة هندسياً أولاً كم حبريا المجمرّعة 
22+24 تمتل خارج (مع المحيط) دائرة مركزها (2- , 0) وتصف 
قطرها 2 والمجموعة 4+21|>4] تمثل داخل الدائرة وبالتالي المجموعة 
المطلوبة هي خارج الدائرة الأولى وداخل:الثانية مع أخذ المحيطين. 


التطيل الرياضي / 3./ الباب الأول 


١ 


حسَب الشرط يجب أن يكون البسط معدومأ أي: 


0- ابعر امسر 1-0 ”رجنج 
محم 0داء ريم 
والنقاط هي نقاط الدائرة ومحور السينات أي: 1+- + ويشكل عام 2-0 


يحقق أيضماً 6ه 


7-1 
7-1 

ع].لدينا 2-2 
عا لجل 2 


+ راحم 
هر 0 
أي.أن”5 بر 11 
#ترف ب 4 ديرلا + بره - ثير +1 + 2 - ثير 
لط طهدلدهدهس سل يي سياه 
الؤلفون ؛ د.محمد نورشمه د. عازار الشايب د. شكري أبوعرابي 45 
ْ 
ا 
ْ 


الفصل الأول المتحول المركب والدالة المركية 


مسجم ررقن 
كط عر م هيءدائرة مركزها [24-) نصف قطرها 4 4 


نضرب بالمرافق : 


2+ 5 + 2 جر 
| بالثاا 25 4 - 
ع . وبالثالي : .2< ف 2 


34 اس بي 
*بر+ “(2-م) 


برك + 16+ بدة! - ثبر4 < ثر + 4 بمرق + ترد 


وهو قرص دائري (داخل دائرة) مركزة 0 ع نصف قطره 3 


ه] . المجموعة 1]2-1<5+ امي مجموعة النقاط ألتي مجموع 
بعديها عن (1-,1) أكبر أو يساوي 5 فهي خارج قطع ناقص محرقاه 
(1:1-) وتصف محوره الكبين 5. 


إو]: النجموعة 2-1-1 ||ا+ج| تصاع بالشكل : 


زر تسم ]لخر ترربم]| 


السللنس ‏ سب ندل | يبل _ سجس 
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التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
أ ترود 17 تبره اراد 
وبالانتقال للحالة القطبية : 1د نوو ته تل تم 
0-0 نوون ثيه - ترق + “رد 


0 -(0 ثووع4- 2 + “)جد 
قم 2 أو 2 نون - ثر د 
(20-1ومه +2 - (1- 0 “ونه 2)2 د “جد 


0ح ثم جه 


تمازين إضدافية ورررع امعط تورماورع رع امصدى: 
1 اكتب الأعداد التالية بالشكل برف+خ 


أ. وه-ك)ق + صامة -2) 
ب . :3-4+قت- 1+3(7-) 
ج- 2# 6)-ر5- 31 


2 لين -١+‏ :2 :2-2-3 أرجد وفق التمثيل المثلثي. 


الؤنغون؛ د.محمد تور شمه د. عازار الشايب د. شكرى أبوعرابس 


القصل الأول المتحول المركب والدالة المركبة 
3 .برهن اعثماداً على الأعداد المركبة أن أقطار متوازي الأضلاع 
متناصفة. 
4. أوجد اعتماداً على الأعداد المركبة معاذلة المستفيم الواصل بين 
نقطتين (ط )4 ,('1 ,)8 . 
5. أوجد معادلة ثإدائرة ذات المركز (1» 2-) ونصف قطرها 4. 
6 - أوجد معادلة القطع الناقص ذي نصف المحور الكبير المساوي ل 5 
والصغير المساوي (4 ومحوره ينطبق على محور السينات. 
7. مثل العدد المركب :2+23 - 2 بالشكل القطبي ثم الأسي. 
8 .رجل تحرك 1267 باتجاه الشمال الشرقي ثم تحرك باتجاه 30 غرب 
الشمال ثم 18/7 باتجاه جنوب الغرب. أوجد بطريقة تعتمد على الأعداد 
المركبة الاتجاه والبعد الذي أصبح فيه عن نقطة الانطلاق. 
9 . برهن على صحة العلافة التالية اعتماداً على تمثيل أولي للدوال 
المثثية متكا 0د 00 


0. أوجد نائج مايلي: امعد 


ااال 20 
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التحليل الرياضي / 3 / 5 اثباب الأول 
1 . أوجد الجذر التربيعي لكل من الأعداد التالية: 
, 5 
35+37 , اد , /15+8- 


2 . أوجد جذور المعادلة؛ الم 


٠ 3‏ يرهن أن مجموع جذور المعادلة: 
انكر 


14 . برهن صحة مايلي: 


م2 


م 6 
ومن -+... + ومن) + حدؤون 
7 4 7 


دس لقت رو 1 ادرو لعتمه 
7 0 


5 . إذا كان جداء عدديين مركبين هو عدد حقيقي غير الصفر برهن 
أن هناك عدد حقيقي م بحيث؛ ,2م - ,2ء حيث ,2,2 هما العددان 


المركبان» 


اللؤلشون , د.محمد نورشمه د. عازار الشايب د. شكري أبو عرابي 49 


الفصل الأول المتجول المركب وإلدالة المركبة 
الدوال المركية :660775 1*7 دعا م6017 
تمهيد: 
إن مجموعة النقاط 2 في المستوى المركب المحققة لمساواة تمثل منحنٍ 
»أما المتراجحة فتمثل نطاق في المستوي وعندما يشمل التراجح مساواة 
عندها نحصل على المنطقة في المستوي 2. 
مثالة 
بفرض (زدءرد) -4م# 0<م عندها يكون : 
-اه- 2 تمثل معادلة دائرة د *(ربر- بر) + *(مدح) 
بينما >إه- | تمثل قرصاً دائرياً ,> “زربر- بر + :(رد-») 
و+>ه-إ2| تمثل قرصاً دائرياً مع المحيط 
مك “زمر ير) ب :(ي-ج) 
لقد وجدنا أن المجموعة © مجموعة الأعداد المركبة. هي مجموعة 


الثنائيات («د,) ووجدنا أن الأعداد المركبة يمكن تمثيلها بأكثر من شكل 
وأن هذه الأعداد تشكل مجموعات نقطية. 
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التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
بفرض 2 نطاق وبفرض: “م - بن + - 2 متحول في 0. 
تعريف (1 ) : 
لنقابل كل عنضر 2 من المنطئق 2 بعنصر /الا من المستقر “0 من 
مستوي 0 كما يلي: 


ج “1ع بز + نيد 7 


2 امه رزج ع - (مأ رار 


نلاحظ أن هذه العلاقة ثعرف دالةٌ متعددة القيم نسمي هذه العلاقة 
بدالة مركبة متعددة القيم .كما نسمى التعيين الذي يقابل قيمة 
معينة ( 4-0 ) بالتعيين الرئيسي. 

الداله العكسية (وممزاءمباء مورع*م1): 

إذا اقتصرتا على التعيين الرئيسي للدالة (2)/- ”7 عندها يمكننا 
تعريف الدالة العكسي وترمز لها ب(م) ”ثرح 77> مء. 

نهاية دالة مركبة [مملع© وبا كزه دما ©78): 

بفرض 2 نطاق من المستوي برمبر وليكن (2)/ > "1 دالة مركبة من 8 


إلى '2 في المسئوني يرون ولتكن م2 نقطة من المستوي برنهر ٠‏ 


لشف سم م ا م سس سس سس 
امؤلفون ؛ د.محمد نور شمه د. عازار الشايب د. شكري أبوعرابي 51 


الفصل الأول المتحول المركب والدالة المركية 

إذا تحقق الشرط التالي: 
:85)6<0 3 هج 0<م9 
»> اد (ه)“راده > ,2 -2|. ؟ 

حيدث ) قيمةما؛ 

نقول إن الدالة (2)/ ينتهي إلى + عندما 2 تنتهي إلى 20 ونكتب: 

1 -2)/ جا 

استمراز دالة مركية (صوناء مسر ]م يطاس ملاومة 2/76 
إذا كانت 2ء,2 وكانت (,2)/ 2-2)/ ووز عندها نقول إن (2)/ر 
مستمرة عند ,م ونكتب: (0)ا/ - (عار صلا 
0027 ثمرة في إنقظسة مسا يكنون لها 
نهاية عندها : ولكسن إذا كانت لها “نهايئنة في تقطةاما 


فلس بالضرورة أن تكون ‏ مستمرة .عندها(يل قد لاتكون 
معرفة .في تلك النقطة). 
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التحليل الرياضي /_3/ الباب الأول 


اشتقاق دالة مركبة : 


إذا كان للنسبة التالية: ار -.(عة + ار 
إذا كان للنسبة التالية - 


نهاية عندما .عه تسعى إلى الصفر فإننا نسمي هذة النهاية مشتقة الدالة 
(2)/ عند النقطة + ونرمز لذلك : 


13 مشهعاك روزا 2ه / 


(4)2 _ (عايد 


ليم بزا- م 


تدع )"ر - رع) كه 
يمكن تعريف المشتقات من مرتبة أعلى وفق نفس الطريقة وسوف نرى 
مستقبلاً أن الدالة المركبة تتصف بما يلي : 
1. إذا وجد ل(2)/ مشتقة. فإن كل المشتقات التالية تكون مرجودة. 


(هذه الصفة غير موجودة في الدوال الحقيقية). 


اللؤلفون . د.محمد تورشمه د. صازار الشايب د. شكري أبو عرابى 53 


الفصل الأول _ المتحول المركب وإلدالة المركية 
2. يمكن أن تكون الدالة (2)/. مستمرة في نقطة ,2 دون أن تكون لها 
مشتقة فيها مثل الدالة |د| - (م)/, بينما إذا كانت (2)/ تقبل الاشتقاق 
في ,ل فهي مستمرة فيها: 
الدائة التحليلية ‏ (عصماعع لاع علابرامهم: 
انقول عن الدالة (2)/ إنها كت تحليلية في نقطة 2 إذا كان لها ُ مشتفة في 
جوار للنقطةه 2 (أي في كل نفطة من ذلك الجوار) وتكون تحليلية على 
نطاق 2 إذا كانث تقبل الاشئقاق في كل نقطة منهم 
نظرية كوشي - ريمن في الدوال التجليلية: 
بفرض )+ 2 دالة معرفة .على نطاق 2 وتأخذ قيمه على نطاق 
“4 ويغرض: 
(031) قوم د وبر ربو)رة + (بر )لا - (ط) /ر ريز 
مبرهنة: 
الشرط الدلازم والكافي لتكنون.. (2)/ تحليلينة على م هوفي 
الإحدائيات الديكارتية. 


رةه ل عقربة 


0010110 
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التحليل الرياضي / 3 / الياب الأول 
البرهان: 1- كفاية الشرط: 
حتى تكون ‏ (لا ,)+( )»: - (2)/ - ال 


دالة تحليليية على + يكفي وجود المشثقات الجزثية الثالية تحقق 


معادلتي كوشي ريمن. 


بره ع2 


(مرمم)ن- (نوط + تربعط +0 - ناخ 


[(2 دنا - جوة + مرىم) نكا + إزبوة + مر مون - زرخ + مروعط + جات - تاذ 


4 
- سو جك]سدلم. يك)- 


اس ريه 
بوقرر ننج جرون “كك رين 1 - 
: 0 افا 


0 0 
حيث 0ج ,6 و 0ج ,7 عندما 7 وبشكل مشابه يمكن اسئنتاج: 


١3 
3 


- م 7+ 4 كيه + 


المؤتفون ؛ د.محمد تورشمك د. عازار الشايب د. شعري أبو صرابي 55 


الفصل_الأول المتحول المركب وإلدألة المركية 


00070 

إار٠‏ تر + و ب +نلة بر - 
0 0 جدييم 

حيث 0< ,2ه و 7-20 عندما 1 

الديناة بعلا + اط حزع) لا د برق 


ريه 
لق 1/1 + عجان + بره| لغ .+ 
ل 1 8 


حيث 0- يم6ا+ هده و ,1+ 7-1 عندما مجعم و 0حدد نرف 
وحسب علاقات كوشي - ريمن المحققة يمكننا كتابة العلاقة (1) : 
وب عه و | لكر بق ):- ]سر 


دير حلم + (نيهة + حة) [لفسكف]-منه 


نقسم الطرفين على 147+ د - عد فنجد عندما 0+ عه مايلي: 


سح  ,‏ ل 4 - 6 
يفاجعة ‏ [عة ها ملعم 


أي أن المشتقة “77 موجودة والدالة تحليلية 
اح ا ا 20 
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التحليل الرياضي / 3 / إلباب الأول 
ملاحظة: 
نلاحظ أن + 1143-0 تف بوي 
ف 
لأن البسط متناهٍ في الصغر من مرتبة ثانية بالنسبة للمقام. 


1. لزوم الشرط: 
لنفرض أن ()/ دالة تحليلية أي لها مشتقة. وبالتالي فإن النهاية 
التالية موجودة دون النظر إلى الطريق التي تسعى فيه عد إلى الصغر 


أي مجدعه؟ كل لع :لك يرن - مل 
(مرظ + م بط + ح)بة + زمرك + در محط + :)0 520 
عوط دعظ ا 


(تررنتانط + (وس ل و 
مرك + حل عي 
دم 


لنختان. عد عدا عندها: 


ديع ”1- (لجمه عن 


(مت) نا (زيعة انا 
عد حم 


11 1 وما عبر 
2 كك 
بنك يزور + لالطكك يون - 
5-0 
اا 0ك 
المؤلفون ؛ د.محمد نور شمه د. عازار الشايب د. شكرى أبوعرابي 57 


الفصل الأول المتحول المركب والدالة المركية 


ون لسر 
2# 


كذلك الأمر يمكن أن تكون. :ها - عد عندها وبسبب وجود المشتقة 


ننا كتانة؟ انا - (نية + نرمة)ن 5 
يمكننا كتابة؛ ارو 0 رفيا - لاا 
١ك (١‏ لا ازاز 
2001 حاط ل شت ها 8 
بر ريط 
ريا أنقبقي 
م امة 
/ لق قر عقر ري 
9 شجدة 0 عدم 7ه الصا 9 لفحت 
من (2) و (3) نج وس 1 
5 عقر عق بج6_ية 
بالمطابقة تجد: الس مض 0 له اكيت 1 8 
بالمطابقة تج 0 0-0 وهو المطلوب. 
ل 


يمكن البرهان في الحالة الفطبية كمايلي: 


الطلب: لمات 3ق 
اسم 

حيث: (#بمياض +(8,م)نا- زمار 

لدينا: #مدبر , 0وممدير 


ااا ا ةك 
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التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
16 ل ” 


لهذا تكون لدينا العلاقة : 


9 ايلا فا دنه 
4 400 4# عه 


)3 0 

0 
14 نه به 
1 بر 1 ووون لله بنك 
ل ع 


5 4 نف # ع يه 


ردول اله | ل 46 “جك عه مه 
2 8م 0 
اوبشكلع مشاه نج 
1 رهن نر ع ريه 
ا مسا 0 لاك لخد و عد ات 
فر الو د سيوك د 
_7 


وحسب كوشي ريمان يلزم أن تكون ‏ : 


المؤاشون ؛ د-محمك ثور شمه د. عازار الشايب د. شكري أبوعرابي 


ا 
1 


الفصل الأول. المتحول المركب وإلدالة المركية 


ش 5ه 
رة “يرة ع3 
5907 1 به يه 
نجدهن (1) و (4): 1 
اق 1 نلق 7 7 
5) 0«زكا -وووها 3 
ارين 1 0 20م م 


كنك الأمر من أجل 5+ كا وفق (2) و (3) نجده 


لت ات 1 م 
595 مرو 1/01 تم 


تضرب (5) ب60© و(6) ب50 ونجمع فنجد: ايت 
تضرب (5) ب509 و (6) ب06© ونجمع فنجد: لكك 


وهر المطلوب. 
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التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
الدائة التحليلية ومعادلة. لاسلامن ‏ ؤوامم لمهم «ملء رسع علبرادمم 
وممغومسوء . 
بفرض <ز+»- (ع)/رك 17 دالة تحليلية... عندها: 


م«6_ ريه يت 
ره ع2 
سا ل فاشين 


ينه 6 3 
«وكة رةه ' مره 2 


6 
بالجمع نجد: 0 (بررج)/ 97 و كم 


م 
5 558 5 يق 
وينفس الطريقة نجد: 0- (برج)نة7 0 


نسمي كلا من « او * يجزئين نوا 


إلدالة التحليلية والنقاط العادية والشاذة: 

:0ه به 17أ0مم ممه كغملمط روأنوض لك همه موععدسا عتاتزاومم 
نعتبر أن الدالة التحليلية (2)/. على نطاق 2هي دالة خالية من نقاط 
شاذة وسوف نظلل ذلك النطاق كما في الشكل وفي حال وجود نقاط 


شاذة سوف نضدعها ضمن دائرة وإشارة »ا أي بالرمز ,© 


المؤلفون : د.محمد تور شماه د. عازار الشايب د. شكري أبو عرابي 61 


الفصل الأول المتحول المركب وإلدالة المركبة 
النقاط التي لا تكون فيها الدالة تحليلية تسمى نقاط شاذة سنذكرها 
لاحقاً مع أنواعهاء وإذا كانت النقطة غير شاذة تدعى نقطة عادية إذا 
أمكن إيجاد جوار لها لا يحوي نقاطأ شاذة. 


دالة (ت)/ تحلينية عللى م 


دالة (2)“/ر تحليلية على 5 فيما عدا النقطتين © ,مط ١‏ 
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التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
تصنيف النقاط الشاذة: عامزؤه نمه ان:0 جره 1 مملاعه[ ووه 
1 . النقاط الشاذة المنعزلة وغير المنعزية: 
نسمي النقطة 0- - نقطة شاذة منعزلة بالنسبة للدالة (2)/رع-م في 
نطاق © إذا وجد جوار لها داخل 0 بحيث إنه لا يحوي أي نقطة شاذة 
غيرهاء و إذا لم نتمكن من ذلك سميت نقطة شاذة غير منعزلة. 
هناك نقاط شاذة يمكن إزالتها تدعى نقطة شاذة منعزلة القابلة للحذف 
وهي تلك النقطة التي لا تكون فيها الدالة (2)/, معرفة فيها » ولكن لها 
نهاية عندها. 
معان :إلدانة 24 وير تتلكتفظة كاذه هي :ذ!-- شاذة يمككن 

2+1 ّ 
11 1 1- 
إزالتها لشن 2/259 رون - زمر بوذا 
[+ج مم مم 

يمكن تصنيف النقاط الشاذة كمايلي: 
2 النقطة الشاذة( القطب المضاعف)/ من الرتبة + 
نقول عن النقطة و2 إنها قطب مضاعف من المرئية 7 إذا تحقق مايلي: 

1. تر دالة غير معزفة . 
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الفصل الأول _ ._.20202 المتحول المركب والدالة المركية 
2 النهاية #0 (عار"(,ه-ت) بريز1 هي نهاية موجودة. 

3 . النقطة الشاذة الأساسية: 
(,12/ غير معرفة و ()/ ",2 -:) داز[ غير موجودة مهما يكن 7 
(عدد طبيعي). 
4 . نقطة التفرع: 
بفرض ,د نقطة والدالة (2)/ - 17 تحقق الخاصة التالية: 
إذا رسمنا أي منحنى مغلق يحيط ب, وتجولنا حول ,2 دورة كاملة 
تغيرت قيمة الدالة أي تفرعت القيصة سوف نرى أمثلة على ذلك في 
الدوال اللغاريتمية والجذرية. (مع ملاحظة أن المنحني المغلق لا يحوي 
نقاطأ شاذة غير م2). 
الدوال الأساسية المركبة : 

هي الدوال التي تشمل كل الدوال الناتجة بعمليات جبرية محددة: 
1 . دالة كثيرة الحدود (الحدوبية) من الدرجة ". 


إن الشكل العام للحدودية من الدرجة « بالمتحول > هو: 


© ع + أقيو + ره + ,ه- 2)/ 


التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
حيث ,..,ه.,ه ثوابت مركبة من © 
يمكن التعويض بن 2 فنجد: امور -2)ر 


لان لايح (0د ال 1+ 4 سرت ) شريو ا 


حيك؟ 10 عدت كررن ح رن 
0 تيم د بز 


نلاحظ أن) ,لا و إلا 


شروط كوشي ريمن في الإحدائيات القطبية 


أي: 
به ١‏ 3 بلط 
0 
والدالة تخليلية دوماً. 
2 . الدالة الجبرية الكسرية البسيطة : 
بفرض (2)2 -(م)/ - 8 حبث 020 و (4)2 حدوديتان المتحول' 


7)2( 


الؤلفون , د.محمد تورشمه د. عازارالشايب د شكري أبوعرابي 


الفصل الأول المتحول المركب والدالة المركبة 


ليس بينهما عوامل مشتركة ودرجة البسط أقل من درجة المقام بدرجة 
على الأقل.إن هذا الدالة تحليلبة في كل المستوي فيما عدا النقاط التي 
تقدم المقام ()/ (فهي نقاط شاذة لهذه الدالة) ٠‏ 


3 الدالة الجذرية البسيطة والعامة : 


بفرض “- -(2)/ - 17 نسمي هذه الذالة بالدالة الجذرية البسيطة 
ونفرض إنها تمثل الفرع الأساسي: 
اا 


فإذا كان “م- 2 فإن مور 20 


4 
1 
آما إذا كان , 6+250) نهم 23 /#رفإن ُ م د رم / دعر 


إن هذا الفرع يبقى وحيد النعيين طالما كانت زاويته 6 تحقق: +2 > 0-20 
. وهذا يعني هندسياً أن هناك حاجزاً لا يسمح لتصف القطر الشعاعي 
الذي يمثل + بالدوران حول ٠‏ دوره كاملة ؛ وكأن هذا الحاجز هو 
المحور ه كما في الشكل ؛ نسمي هذا الحاجز مستقيم التفزع والنقطة 
ه هذه (التي تفرع قيم الدالة فيما لو تجولنا حولها ) بنقطة التفرع وهي 
تنتج عن وضع 2-0. 


الييا سبيييسي إ يبب يي ييبيي يست 
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لي 


050 > 2 


2 
7 


2# 


00 


والفرع الرئيسي هو: وك سود كعم سد موسر نور 
00م 


وهو كما نلاحظ يحقق شرط كوشي ريمن القطبية: 


1 قن ".. لجالة 
43 2 66 م 2# 

1 ع3 0 1_ به 
من "م د كك ليون "ردم ل 
7 م مم 6 21م 


وهذه الدوال موجودة وبالثالي الدالة تحليلية لأنها تحقق. 


الث 4 لسري و( قلا 
37 


0 00م 2# 
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الفصل الأول المتحول المركب وإلدالة المركية 
فالدالة الجذرية البسيطة دالة تحليلية على المستوي بعد حذف مه 
الموجب (مع المبدأ 0). 
أما دالة الجذر العام 7#عامما- رار -“بر 


فتنتج مستقيمات التفرع من وضع 0-(8)2 وبالتالي تكون تحليلية 
على كل المستوي فيما عدا مستقيمات التفزع مثل الذألة : 


التي تحوي النقطتان :2-3 شاذتان وتفرع و :+- 2 نقطتا تفرع. 

. الدالة اللغارئمية البسيطة والعامة : 

بفرض (*““امر- 2 نعرف الدالة اللغارتمية البسيطة كما يلي: 
مالو روزا د ع وات ور 


نجه + 0) + مصاع ار 


نلاحظ أن هذه الدالة متعددة القيم وفريعها الرئيسي: 8ن “بصا- ”1 


التحليل الرياضي / 3 /. الباب الأول 


ولهذا يلزم أن تكون +2 >0 أي هناك أيضاً بنفس طريقة المناقشة 
في الفقرة السابقة نقطة تفرع هي دم وهناك مستقيم تفرع ينطلق من 


0 إلى هه وليكن به ونلاخاظ أن الفرع الرئيسي يحقق شروط كوشي 
ريمن: 


8 م “مرق 
3 23 

5 و2 

2 02 

. 3 م2 30 اامة 
لي: 7 لافنا 
2 20 2 هن 


أما الدالة اللغارتمية العامة فلها الشكل: 
(ع)بعما- (ع)ر - 17 
وهي تحليلية في المستوي أينما كان (2)م تحليلية ويعد حذف مستقيمات 
التفرع الناتجة عن وضع 0 -(2)ع »وإذا كان (2)م كسراً عندها: 


ضاي 
علد 


أي: (عاكرها- (2) رمات عام ماد عرز 
وعندها تنتج مستقيمات التفرع من وضع 0+ (2)// - (2):/ 


اللؤلفون ؛ د. محمد تورشمه د. عازار الشايب د. شكري أب وعرابي 


69 


الفصل الأول المتحول المركب والدالة المركبة 

5 . الدائة الأسية والدالة الأسية العامة: 
نعرف الدالة الأسية البسيطة كما يلي: 

م د ار - وا 

(ترضاكا + برعم ) "ع "ام “م د 
برواق “مز + بروم) "مد 

وضوحاً هذه الدالة دورية دورها +2 وهي أيضاً تحليلية دوما؛ أما الدالة 
الأسية العامة فهي :77-6 تحليلية أينما كانت )ع تحليلية . 
6 الدوال الدائرية والدوال القطعية: 


تعرف هذه الدوال بواسطة الدوال الأسية أي: 


: للجم) جه مععم 


يمكن تعريف مقلوب الدوال السابقة أي (55)2© ٠‏ (2)م* و (2)جه 


تت“ 2000 
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التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 


أما الدوال القطعية فتعرفها كما يلي: 


92 > )ل 
2 المتةرهة 
2 
و 
الحا للد لدي 


1 *بد# 
كما يمكن تعريف المقلوب لكل من هذه الدوال أي: 
0 1 2 
وتنطبق على هذه الدوال جميعها (السابقة) كل العلاقات المعروفة عليها 
في الساحة الحقيقية كما أننا نجد بسهولة العلاقات التالية؛ 
انتيجة : الها - ترط 0 - عنمو 
تماكا- مرق ١‏ تسم - © 
7 الدوال الدائرية والقطعية العكسية: 
يمكن تعريفها أيضاً اعتماداً على الدوال اللغارتمية ونحصل لكل منها 
على مستقيمي تفرع وهي: 
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الفصل الأول 5 المتحول المركب والدالة المركبة 

1 0 

1ددع | مدو أد!- كمه د ع١‏ جرزذ ع تر 
0 
4 1 

ادعة )أ ا - تومه د ما“وه - //ز 
0 

000 ا 1 1 ارو 1س ع ع“ و دعر 


0 7 
فك عم | أراج خمده إما- هيه ها 0 


عع |0 جد وا عن جه م :د 


أ د 


أ - 782هنة - ع 77-١‏ - #[ 


5-3 
8 . الدائة الكسرية ذات البسط والمقام التحليليين: 


هي دالة تحليلية في المستوى 2 باستثناء النقاط التي تقوم المقام أما 
إذا انعدم البسط والمقام فإننا نطبق أوبيتال للتأكد من بقاء الشذوذ. 


72 


1 
ا‎ 
١ 
١ 


التحليل الرياضي / 3 0-000 الباب الأول 
تمارين محلولة (2): وضرعاطممم ابعنناه5 


مثال11 


أوجد الدالة المشئقة للدوال الثالية: 


32-1 5 


00 
1 
214 
ا ص 
اقطان 
5. 7832 - ,"ا 


الحل: (1) الدالة 2 - 7 كسرية جبرية بسيطة لها نقطتان 
دع 


شاكتان هما: 0 2 


ذل حال 


ومشتقتها: ةد سر 
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الفصل الأول المتحول المركب والدالة المركبة 
(2) الدالة (1+ج3- *ج)ما- :8 دالة لغارئمية نقاطها الشاذة هي نقاط. 
تفرع تتعين من: ‏ 20-3211-0 


8-0 


ومُشتقها: ان 


1+مة- 22 


(3) الدالة )ديم دالة كسرية جذرية لها هي نقاط التفرع التالية: 


ا+2 


مدع لدقبع 


دع 0عساجبع 


1 
5 7 2-ج1-2+جع) 12+2١‏ 
0 لصفت 2 
3 و ) م | ل كك 


ا ا« عاط 
21 2+1 4 0 
2 
الام ع 


0 2 
“(ا+ة) 
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/ 
/ 
/ 


١ 
ٍ 
ٌ 
/ 
١ 
ا‎ 


التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 


(4) الدالة 2072 


0 نااك 2 - 


200 2 ع7 
# 


(5) الدالة 77-7773 دالة قطعية معاكسة نبدل كل <3 ب 2 


النقاط الشاذة (تفرع) 


(0+32ء +(هة-)3 


“ده -خل_مكلل 
مما 5 ايا 
1-0 

6 اسار لي 0 


21-9 32 ل ردة 0 


سسا يي ب سس و 
اللؤلفون : د.محمد نور شمه د. عازار الشايب د. شكريي أبو عرابي 7 


:. ,بور دألة كسرية جبرية بسيطة فيها 2-0 نقطة شاذة. 
2 


الفصل الأول. 


35 


المتحول المركب والدالة المركية 


برهن أن «ز+ت 67 تخليلية دوماً واستنتج أن كلاً من #م 


توافقيتان: 


جوز راكتصلك + بابل سات حجر + ع)رله - جر 
بواتكته(كذ + برومن)»م ل - 
افك 


رعس ل 
0 0 


َه 3 
لسن 
لسع 0و1 


الدالة تحليلية لتحقق شروظ كوشي ريمن. إن: 


5 


0 


3 


ث8 طق 


إكذلك 3 
و 22 


أي كلا من »,د توافقيان. 


مل فق 


بفرض 0 / يرهن أن الدالتين الحفيقيتين: 


2 00 
0 


ا مير 00 
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التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
هما الجزءان الحقيقي والتخيلي للدالة المركبة التحايلية دوساً 
معد ("عرار - زمار ؛ ثم أوجد (2)/. 
الحل : بالاشتقاق الجزئي نجد أن : 


1 42 
6م جرااد - 
2 


م 
5 


نلاحظ أن: 


فهما تحققان شروط كوشي ريمن ولهذا تكون الدالة : ض+بء- (”)/ 
تحليلية ٠‏ و لتعين (2)/ يكفي استبدال 0-0 , 2-: فنجد: 


مسف مم ١‏ 00 
ا 


ماح ع7 
7 


ااا 0ك 
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القصل الأول. المتحول المركب والدالة المركبة 


برهن أن الدالتين الثاليتين ليسستا تحليليتين : 
أ) بومكة- ومن دار ب) ب تو ,17 
الحل: (أ) نلاحظ رم 2 بولق حبر 


نيو 4 إواري نلك تطالية 
روم - - مك 0 - مله الدالة ليست تحليلية 


ا 1 00 23 
(ب) نلاحظ #برد ما ا لبدعبو أن : 2 
5 2 3 

3 بوالسشارع .2 2 
تكئ 20 


الدالة ليست تحليلية 


امثال 15 : برهن أن الدالثين التاليتين ليستا تحليليتين: 


7 ب) ات 
الخل: () تلاحظ نردك ا مدب ومنه د 1د 


فالدالة ليست تحليلية في أية نقفطة من المستوي المركب 2 . 
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التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
(ب) نلاحظ 0-م .. #برع مل د-» 


و-# بوبلا يه 
07 تر نول مه 
و2 ادر "عه 


الدالة ليست تحليلية في أية نفطة من المستوي المركب 2 

نتيجة هامة : كل دالة مركبة تحوي في طيا تها دالة المرافنة 
2-(2)/ أو دالة الطويلة ...| -.2)/ .ليست تحليلية أبدا(ليست 
تحليلية في أية نقطة من المستوي .المركب 2 وذلك لأنها لاتحقق شرطي 
كوشي ريمن في أية نقطة من المستوي المركب . 


شال 16 بفرض أن (2)/ تحليلية برهن أن الدالتين التاليتين 
ليستا تحليليتين: ‏ أ) (2) رع ة- ,17 ب) ‏ (2)ترع || - ,77 


الحل: أ) اعتماداً على النتيجة السابفة نجد أن الدالتين التاليتين ليستا تحليليتين . 


ثال 17 | أوجد جذور المعادلات التالية: 


() ادم 9) عو 


المؤلفون ؛ د.محمد نورشمه د. عازار الشايب د. شكري أبوعرابي 59 


1 
1 
1 
1 


رج( ممه 6 د ولق 


٠ أكقأيدي‎ 


الحل: (3 
0 رهم , ققدم 


ل( “م ومنه [عفع )ديه 
1 - 4 : زع 2 

612 

2 اه 


أي هد رمه “رمدم 
وقلسم ‏ تلقنة ,م 


(2+ )سا جمادع 


زعقه 6 +( اماك 


رواور تلطقبنة نم 


لماع »ىل 


الفصل الأول المتحول المركب والدالة المركية 


تيص ص ص سس ,م سم ماع تج ع ».سح سس سس ست م 


ناه 


التحليل الرياضي / 3./ الباب الأول 
عق )> رقل.- نمس 2 


5-1 ومنه-/2- 


معاد ميزه “دق 


0عنامز)ه- “)جه 


1 9 
دك أي مد )تمده 


أوجد الدالة التحليلية دوماً (2)/ والمحقق للشرطين التاليين: 


*برة-بر4- ثجق -[(ع) راع 
0 دضجلر 
“8 34 8 قم القند 24 
3 مم 2 اللمشتقة ُ 
الحل: , لدينا 8رة+ .روص القسم:الحقيقي و 
سم 


دعر 3# تررفب ثر - (ووو) 1 


2 
رده عه - 24 
8 
2 ين 
2 © لسكيب 
200 


مسمس سم سب سح ع سس ب ب سه سه ب 
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الفصل الأول المتحول المركب والدالة المركبة 
)يرال برد “م2 - برتعة - زر د)ب 
32 


20 
- ردير بود6 - 2 
2 انكف فقن 2 


لود6 عد دكت زير) “با بود6 
2 - رن ميهد ورين 
6س شير ب كير 2# بوتي - لق 
© عد “برق - بورك -. فير - مج يرج (نررو) و 
بج تبر ل ذبر- برق مر ترقز + 
لإيجاد (2)/ر تضبع مع هاو 0-دبر 
6+ لم2 + تع درهار 


لإيجاد الثابت نعوض 1+1-0)/ 


+ ولج تنج )نه + “زج 1) - رنجلام أي ؟ 


نتمم تيرق + تمد رق)/ 


|مثل 19 برهن على صحة مايلي 1 > إذ! 


82 


التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 


1 
' “م +0وونم1-2 


.+ 28همع #ز + 9ومءم +1 


10 
بو حسبجيت- 
*[ 1-2656 


+0 ور + 0 كط 


بفرضس “06 - 2 وبفرض 1 | -|2| يكون : 


د لمر 


- 686 


لأن المجموع هو سلسلة هندسية أساسها “36 حيث 1>|#مة| 
أي: - ؤ.. + 28 برخ ةط ٠١‏ © مرنقط)ذ +ل.. + 20هم» قط + عطعط + 1) 
0ط - ممم مسر _ *3هم-1 1١‏ 1 


“مزمز "من 1 #مز-] 1# 1-567 


فملوطز + 1-0600 
+ 1-2008 


ب #مسعليكت 
م + و2600 -1 


بمطابقة القسمين الحقيقي والتخيلي بين الطرفين نحصل على المطلوب. 
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الفصل الأول. المتحول المركب والدالة المركية 
تمارين إضافية 
5ع أطاب 7101/5 7ع املع 
1 . بفرض.:243-,2 + 22-17 أوجد الذالة. 7-2 لهماء 
2 . لنعرف نقطة التفرع لدالة (2)/. كما يلي: 
نقول عن ,2 إنها نقطة تفرع للدالة (2)/ - 17 عندما يتحفق مايلي: 
النحيط ,2 بمنحنى مغلق وإذا تجولنا حول ,2 على المنحني وغير الدالة 
(7)2- 7 قيمة نسمي ,2 نقطة تفرع.برهن اعتماداً على التعريف أن 
الدالة 1+ 2ع - (عر لها نقطتا تفرع هما هد-ج2 
3 . كرر نفس السؤال السابق بالنسبة للدالة : سا -(ع)/ - /#ر 
4 . بفرض 2 >إذ| برهن عندما: 


4 حي 


ببللنعع:. ونون و تي 
1-0 0 _- 


3ع #الللببيوصىيي 752 زوق 
0+8م20 -1 
ملاحظة: ©" انثبه + فلج تن ب "أو +1 
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التجليل الرياضي / 3 /... الباب الأول 


2 2 
11 
6. برهن أن ا 72 
1-1 
8 
+1 
و برهن أن :068 -| 2 5 
1 


7 برهن أن الدالة : (بروم) تر - :دوزي برع م - ان توافقية » ثم أوجد 
الدالة « الموافقة ل» حتى تكون ‏ :8+ (2/ر تحليلية ‏ . 


ل للا 2 
8 عين نوع النقاط الشاذة للدوالتين : 2 عب 1 


9 .برهن صحة نظرية كوشي ريمن .للدالة التحليلية في الإحداثيات 


مرك !ليذه :37 000 
القطبية, أي :“لي و22 2007 2 


0 .حل المعادلة اعتماداً على مفهوم الأعداد المركبة المترافقة: 


سخ بتق 
م 
بر فيج 

ا اك 
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الفصل الأول المتحول المركب والدالة المركية 
11- برهن أن الدالة : (بووم) “مع ' توافقية » ثم أوجد الدالة « 
الموافقة ل» حتى تكون - /+-(2)/ تحليلية ‏ . 


2- يرهن أن الدالة: بروزو 23/) توافقيبةء ثم أوجد الدالة « 
الموافقة ل: حثى تكون ++ (2)/ تحليلية . 
3 برهن أن الدالة : *بر. “#د- ا ثوافقية؛ ثم أوجد الداة ا 
الموافقة ل حتى تكون - /8+»<(2)/ تحليلية . 


14 - برهن أن الدالة : برد 57-2 توافقية » ثم أوجد الدانة + الموافقة 


له حتى تكون ‏ :8+»- (2)/ تحليلية . 


15 برهن أن الدالة : بر :”+ توافقية ء ثم أوجد الدالة + 
المراققة ل« حتى تكون ‏ + 2)/ تحليلية . 

16- برهن أن الدالة : رومن *م- در 72-2 توافقية ٠‏ ثم أوجد الدالة 
« الموافقة ل» حتى تكون ‏ 77+»-(2)/ تحليلية . 

7- برهن أن الدالة :ثب *بد+ بووم م + بر و[ *م 2 رع توافقية » 


ثم أوجد الدالة « الموافقة ل» حتى تكون " 8+:-(2)/ تطيلية . 
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التحليل الرياضي / 3 / لباب الأول 
الفصل الثاني 

التكامل المركب: .ذه 7مومع1١ا‏ “«عاممدم. 
من أهم موضوعات التحليل الرياضي حساب التفاضل والتكامل ؛ والتكامل المركب 
يتم على منحنيات اختيازية في المستوي المركب 6 بدلا من قطع مستقيمة فقط 
من المحور الحقيقي ؛ فهي تكاملات خطية تعطي نتائج سريعة وممتعة »كما توجد 
نظريات تعد من أجمل النظريات في الرياضيات بشكل عام وفي التكامل بشكل. 
خاص : 
التكاملات الخطية 5اهروءغما عونا : 
جميع خواص الدوال التحليلية التي درست في الفصل الأول مستنتجة من 
قابلية الاشتقاق للدالة . وهناك ربط مفيد وفعال بين الاشتقاق و والتكامل 
المحدرد و هذا الربط موضح في النظرية الأساسية التالية : 
النظزية الأساسية في التفاضل والتكامل:: 
الحالة الحقيقية :. لتكن الدالة()/ر الحقيفية مستمرة على الفترة[4,8] أي أن 
>< >2 فإن للذالة(:)/ دالة أصلية على هذه الفترة (<) أي أن : 


09و" هن ١‏ 50- رق" دعقهمار 
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الفصل الثاني تكامل الدوال المركبة 
الحالة المركبة : 

لتكن الدالة المركبة(2)/. مسثمرة على منطقة © التي تحتوي على 
منحنٍ أملس جزئياً "1 أي أن. 0>/كه :()1:2-2 ولتكن للدالة 
(2)/ر دالة أصلية على هذه الفترة الدالة التحليلية (2)أي أن : 
(2)/ - ع" فإن : (7)0-(7)0- 2(042)/ ] فالتكامل يعتمد فقط 


على نقطتي النهاية والبداية للمنحني "1 ولايعتمد على المسار 
مثال 21 احسب 202 ]حيث إن المنحني "1 تأحد الشكلين 
إحيث إن المنحني معطى 000 


الحل : الدالة المكاملة *2 > (2)/. تحليلية وتكاملها .هو 7 
وبالتالي فإن التكامل في كلا الشكلين السابقين لايتعلق بالمسار وإنما 
يعتمد ققط على نقطتي البداية[1,0) و النهاية (0,1) للمنحتي 1 
وبالثالي فالتكامل في كلا الحالتين له نفس النتيجة وهي : 


588 


التحليل الرياضي / 3 /. 5 الباب الأول 
200 يمي[ 


1 5 
لم لعو لد له 
ليل 000 ٍ 


حالة خاصة :: :.: إذا كانث: (م)؟7 ع (1)0: : فإن :.. 0-ع2(42)ر / 


شنلب2د| د ]مة كير 

إبشال 22 أثبت أن : 21> إحييث إن المتعني معطي 
بالمعادلة الثالية : |2|-١‏ 

الحل : نكتب المنحني بالشكل الوسيطي +2 >> 0 , “أ )1:2 
وبالتالي : >2 >> 0 ,“2-7 وعندئذ يصبح التكامل : 


ري 
ا | كك 
1 


. ع 

ل د د 
طريقة أخرى للحل : أو باستخدام النظرية الأساسية في حساب التكامل » 
نختار أي فرع لسطح ريمان 8 للدالة . التحليلية 
ععمدنع إماعما- مهما - (2) 
فلو أخذنا البداية عند النقطة 1 على الفرع الأصلية نجد: 


3 
1 


7 ا اليد جاور 22 
2-0-0-2 5 0 ا إٍ 


لجس صمصسصي م سس م ومست :بعد رماع عد ممع عع سس سس 
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الفصل الثاني تكامل الدوال المركبة 
التكامل الخطي العددي: 
رأينا في الفصل السابق أن الدالة المركبة تتألف من جزأين 
(ر,ن) - »ة, (بر,ند) حدر وهما حقيقيان » سوف ندرس بعض الدوال 
المركبة ذات المتحولات المركبة أو الحقيقية مثل: 
قالمذ- 2 + يرد - (2)/ ,17 .1 
و هي دالة مركية لمتحول مركب : 
() 1+ ()) »د لمنتوقس اجيج 6ح ر(هاترك 77 ,2 
و هي دألة مركبة لمتحول حقيقي. 
الحالة الأولمى : يكون : متحولاً على نطاق في الحالة العامة وهذا 
النطاق من المستوي المركب ٠.‏ 
الحالة الثانية : فإن المتحول ؛ حقيقي و هو يتحول على نطاق 
حقيقي (مجال حقبقي) ويعرف التكامل في الحالة الثانية على فترة 
(0,ه) كما يلي: ‏ #[()ه + ()»] ]| -همار [/ 
وبسهولة نرى أن خواض التكاملات المحددة الأساسية الحقيقية محققة 
على هذه التكاملات. يعرف التكامل المركب كما يلي: 


سس مس ب سس بيب ب اا 
90 


٠ 


ْ 
ا 
ا 
ا 
ا 


التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
1. ليكن بر منحنياً مستمرأ محدوداً وصقيلاً مستوياً موجهاً أو صقيلاً 
جزئياً ولنفرض: ‏ (نرمت)ءط ا (ر.ك)» - عار 
دالة مركبة مستمرة على م إن التكامل الخطي المركب على بر 
بالتعريف هو_التكامل ‏ (بز :)2 [(رمد)« +زبرمم)م ]| - عهد)ر ] 
من + بزامل 1 + لفن - لعل | 
: 
وهي كما نرى مؤلفة من أربعة تكاملات حقيقية وشرط وجود التكامل 
المركب هو وجود هذه التكاملاث. يمكن لهذا المنحني بر أن يكون 
مفتوحاً أو مغلقاً وسوف نرمز للتكامل المغلق كمايلي: #(2)/ر ونعد 
الاتجاه الموجه عكس عقارب الساعة موجباً كما نسمي ر مسار هذا 
التكامل ويلاحظ أن قَيْمِلة التكامل مرثبط بالمسار.إؤ قد رآينا سابقاً 
حالات يكون فيها التكامل مستفل عن المسار. 


ةك 
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الفصل الثاني تكامل الدوال المركبة 
خواص التكاملات المركبة + 

هي نفسها خواص التكاملات الخطية مضافاً لذلك أن المسار لا يمكن 
أن يمر بأية نقطة شاذة أو يقطع مستقيم تفرع للدالةالمركبة (2)/ لأن 
الدالة غير مستمرة على هذه النفاط لنذكر بأهم .هذه الخواص: 


1 عهع)/ ]4 +ع»)ر إ4 » عدزم)/ ]1 حيث برب در 
8 , 


1 

2 2(46)ع | عدعاء(ه)/ | - عفا(ع)ع + (2)/]] حيث (2)ع,(2)/ دالتين مسمرتين 
على تر 

3. تحقق العلاقة عمال ل-_- 124 


4 اقشع مر حيث ., طول المسار و 46 >ل(ت)/! مهما بز 
1 


حساب التكاملات المركبة على منحن: 


لقد وجدنا أن التكامل المركب 2(2)/ر| عبارة عن مجموع تكاملات حفيقية 


بمتحولين أو متحول واخد وفي الحالة العامة يمكن حساب هذا التكامل بالاستعانة 
بمعادلة المنحني بر حيث نستبدل أحد المتحؤلين + أو نر بالآخر بواسطة معادلة 
المنحني ويتحول التكامل إلى تكامل بمتحول واحد تحدد قيمته من معادلة المنحني 
المعطى - 


92 


التحليل الرياضي / 3 /_--- الباب الأول 
مثال. 23 | احسب التكامل: 242م] -7 حيث بر الدائرة ١-|د|‏ 


الحل : من الدائرة 1.|ها نجد: #6 


0 - يك 


000 
2-1 


5 7 
. 046 1 لي 'اجز قلت 


34 


1- 6سكة + 6ط _ 
3 


#0 د 


نظرية عوشي التكاملية: 
تمهيد: لتكن 5 منطقة بسيطة الاتصال أي يمكنها وصل أي نقطئين 
من المنطقة 2 بمنحنى مستمر يقع في 7 وليكن 7 منحنياً مستمراً 
صقيلاً أو صقيلاً جزئيأ عند ذلك. 
نظرية كوشي التكاملية إذا كان (2)/ دالة مركبة تحليلية على المنظقة 3 
البسيطة الاتصال والثي يحيط بها المنخني المستمرالمغلق والموجه والصقيل أو 


الصقيل جردي فإن؛ 0 - )17 
: 


>1“ ااا ااا 
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الفصل الثاني _ تكامل الدوال المركبة 
الإثبات : سوف نبرهن على هذه النظرية مفترضين أن (2)”/ مستمر 
أيضاً مع إمكانية البرهان عليها دون هذا الشرط (حيث برهن عليها العالم 


غورسان) ‏ (ضجع)ن )اط (رممه] | - عهع)1 إ 
ّ 1 


لمعيه بق أ + لإلاه - ملعم - 
َ ا 


وحيث إن أحد أشكال المشئق (2)/ هو : 


انق مقر ريم 
2 


سراق خر 


بره به 2 
نجد أن هذه المشتقات مسثمرة لكون (2)/, كذلك لهذا يمكن تطبيق 
نظربة غرين في المستوي على التكاملين الخطيين الحقيقيين السابقين 
عد مزق سرج ]سور 
وحيث إن (2)/ دالة تحليلية لهذا فهو يحقق شروط كوشي ريمن أن: 


رب عه 
ع 3 


وبالتالي فإن كلاً من التكاملين السابقين معدوم أي: 0 - ممرج)/] 


94 


1 
ا 
1 
ا 
ا 


التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
نتيجََة: إذا كان ,, متحنياً موجهأ وصقيلاً داخل 5 التي يحدها 7 
عندها: ‏ 202ع)/] - طعا/] 


طكما يمكن تعميم ذلك على عدة منحنيات., '!,..., :1,1 واقعة داخل 
فنجد: عه(ع)7] +... + تء(ة)[ [ - مه(ع)1] 


من أجل البرهان نصل نقطة من 1 مثل 1 بنقطة من 7 مثل 8 فنجد 


حسب كوشئ: 7/0 1 


لمق 


أي: مدر ] جعدهار] دمر عرز 
0 ط اصام ‏ شه 


تكن 0 [--] تكاملان متعاكسان 
أي: مر ]| -دعه/ ]| 


اك 


26 27 


4#()/] -5 ]2 يمكن برهان التعميم بنفس الطريقة. 
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الفصل الثاني تكامل الدوال المركية 
استقلال التكامل من الطريق (المسار): 


بفرض (2)/ دالة تحليلية على 7 التي يحيط بها المنحني المغلق '1. لنفرض أن 
ناتلا -: ”1 منحن آخر يقع بكامله في 27 عندها: 
5 - هام - عوزعار] 
03 


حيث (2)/:الدالة الأصلية ل(2)/ و حسب نظرية كوشي ونتيجتها السابقة فإن 
“,1 متكافئان أي: 


0- عه )ر] - يهه )1 
0 0 


عار - مم1 
0 


قد 


دعم ] مهار 


00 


#هار] ععهوار] -ء علرمار] 
0 س 


0 6 


أي التكامل لا يتعلق بالمسار بل بقيمة الدالة في 4 وقيمته في 0. 


96 


التحليل الرياضي / 3 / إلياب الأول 
صيغ كوشي التكامئية 5قإ ناتاه 300 معرمعط] و”بإطعييى 


ةا 


إذا كانث (2)/ر تحليلية على 5 التي يخيط بها “1 الموجه والمغلق 
والمستمر وكانت + نقطة داخلية من 2 عندها تصح العلاقتان التاليتان: 


14 2 


330 


البرهان: إن الدالة 42 غير تخليلية عند 2-4 لهذا نحيط ٠‏ بجوار 
2-6 


:8 


نصف قطره + بحيث ,15 “هم > وج جمدم - إه- | 


وباتالي: الا امه 


إن 5 متكافئان لكن: يور( "نت ا 
: 


اللؤلفون ؛ د.محمد ورشمه د. عازار الشايب د شكري أن 


7 


ا 
1 
1 
1 


الفصل الثاني تكامل الدوال المركبة 
0 رجه ده 01 3 


لنأخذ نهاية الطرقين عندما 0ج عأي المنطقة 2 تنتهي إلى 7 عندها: 
“يم به)/ [ نا - وشللع 
1 رع 1 
37 7 
(0) 2 - 1000 وما “ايم دن) 0010 
0 هم 0 
0 ل 
ومنه: 0760-2 
بما أن النقطة 2-4 داخلية اختيارية في 7 لهذا يمكن اعتبارها متحولة والاشتقاق 


72 
بالنسبة لم فنجد: 42 0 0 ار 


لأن ج ثابت بالنسبة 43 نكرر ذلك لنجد أن: 


هار _تلمحة يرف 
000 ع ينه 
اع اسن ام 
"م 21 -(0) ”1 وهو المطلوب . 


لله ل لهل بيس بيحي يس دم 
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ٍ 
ا 


1 
1 


التحليل الرياضي / 3./ لباب الأول 
تمازين (3) مخلولة 


كلع اطمم8 وعيناه5 
دهم 
احسب التكامل ”2] -7 حيث 1 قوس من القطع المكافئ *2 -بر 
والذي يصل بين النقطتين (0)0,0, (012 
الحل: 
الدالة المستكملة تحليلية لهذا لا يتعلق التكامل بالمسار ويمكن كتابة: 


سكه 00 ديه أو[ در 


4 
5 4 4 4 


يمكن حل المسألة آل ابقة بالاستعانة بمعادلة المنحني 2 -بر 
نستبال «ة++- ع ثم فكتب: 221 +يا- + ,14+ - يق 
ونحول التكامل المركب إلى تكاملات حقيقية آخذين بالحسبان تخول . 


من 0 إلى 1 نحصل على نفس الثثيجة السابقة. 


بسلاب يب يي | ساس 
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الفصل الثاتى_ تكامل الدوال المركبة 


7 
' 5 
و 
5 
222 ود 
0 0 


ثال. 25:| احسب التكامل يم”] - / حيث *1 المنحني الوسيطي 


نزو 2عبده او جيدج أي 


ااانه +1)- يل جد زب دع 
الحل : 
217 +)( 218+ /- 2)) [ قله +0 + » | -1 


5 
“به كرزود رنود كب 42) ]د 
0 


! 1 
يك (- تبه) إتجرو('يف * © ]- 
0 0 
اسدة 7 
ارب كروب أ سداد 
6 6 ا 
2 يت كلهم 816 
1 ا 160 2 
م 0-4 0 


“يي ل 20025525252 
100 


التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 


ال 26 ليكن 1 مربعاً موجه عكس عقارب الساعة رؤوسه 
هي النقاط (0,0(,)2,0(,)2,2(,)0,2) احسب قيمة التكاملات. 


75 عل 


ا ب . عل تاه [ 
1 


الحل: أ . إن التكامل هو الثالي: (ه ةج عه )زر + ته | 


وت + ع تبر 1 ١‏ وك أب عله د] - 
0 


يجب التمييز على كل ضلع من أضلاع المربع قيمة 2 فنجد على 


القطعة 04: 2-يدجء-0 ممعت جرد وج يبن 


على 88 : 2 روز +2 - عه قار 
و على 86: 0ج 23م ادجم د وجب )ةر 
أما على 60: معبرجبرعة لوعو ددم ِ 


الؤلفون ٠د.محمد‏ نورشماه د. عازار الشايب د. شكري أبو عرابي 101 


الفصل الثاني _. تكامل الدوال المركبة 


| 
ْ 


و اعدو + 7+ بم!- 1 


8 328 6ك 8 
عمد د كيو 
3 3-6 


ب . الدالةالمستكملة تحليلية على المنحني السابق 7 + 0- ممت ] -7 
3 


التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
ند 27| 
احسب قيمة التكاملات التالية: ‏ يل ., م 3 


2# 
ع 


عدر ا 1 ب 1 


ل 0 
6 


الخوني +0 قاحيظة صيغة كرد لثانية:. ##بري اود - ادر 
وبالموازنة نجد: 3 ز(تار ادر 2داجم 

42> 5د 
لهذا نطبق هذه الصيغة فنجد: 


2ك ]سه - (ن) 0 ل 
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1 


الفصل الثانى_ تكامل الدوال المركبة 


نجدة 7-0 أعاجم 
كاك عه كوم - )ل 


و 
عن 


1 
2-2 


9 اع 3 
وس ع | حك 2 - 


8 2 
3 .. بالنظر اصيغ كوشي مباشرة نجد عدم وجود تشابه لأن المقام من 
الدرجة الثانية (حدودية من الدرجة الثانية) أما المنطقة فهي الدائرة. 
2 إن جا ع 
اذات المركز (1+7-) ونصف القطر 2. 
ثم نفرق الكسر حتى تنطبق صيغ كوشي أو تتبع مايلي: 
2+0 


6- د (4)5 مش عى 


راسيو و سمه 


2 


نلاحظ أن ,2 تقع خارج الدائرة 2:-/ 11-)-ء| لهذا نكتب التكامل : 


اللا 0 لل يسيم 
104 


ظ 
ظ 


التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
لفت 


ده / 


محم إعاجم 


١24‏ اسع يعدن 


اليد دك 2+4 2 - رق 
22+1+22 +1 - 2 +221 


احب التكامل ©©] -7 حيث "1 القطع الناقص سبع 
قِ 


أعقارب اللساعة. 

الحل : إن النقطة الشاذة الوحيدة الواقعة داخل القطع هي 2-0 لهذا 
تكون التكاملات على كل المنحنيات الحاويئة ل0 >< والواقعة داخل 
القطع متكافئة لهذا تخثار :1 دائرة مركزها 0 ونصف قطرها اختياري 
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الفصل الثاني تكامل الدوال المركبة 
بحيث تقع داخل ”1 ولهذا يكون الدالة 1 تحليلية على المنطقة الواقعة 


بين 2,1 وهما بالتالي منحنيان متكافثان. 


4ه نيو 

. التكامل: ةم ت 4- اع 

احسب التكامل: د حيث +ع إعإ:؟ 

الحلّ #اتلاحظ عدم امكانية تطبيق صيغ كوشي مباشرة لهذا نعمد إلى 
ات 


000 8 2 4 : 2+4 922 
تفريق الكسر فتجد: ِ 2 
:لدع 2+2 2 «(2-ت)زلةجج)ء 


0 تل 
عداة اتغ لم4 كأميرن 


وحسب صَيْغ كوشي التكاملية نجد: .. (27(01) 2 ررم 2 +01 - 


اب 
خان م 
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التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
تمارين (3 ) إضافية 


1 .ليكن 2 حدقا - (متر ‏ “#ر دالة مركبة عين مشتقة هذه الدالة 4 


وحدد أين تكون هذه الدالة غير تحليلية. 


2. تحقق من صحة كوشي في الدوال التخليلية من أجل الدالة “© - (ت)ثر 


والمنطقة ١‏ - | 
3- إذا كسان 1-ج4+ ثبرة- ردير متحنيباً © يفي كر[ النتقطتين 
(لب)4ك,(8)2,3 أحسب التكامل: 7 
4 
4.احسب التكامل + عدزة + 01)22) ]ع بز 


5. احصب التكامل : عك 32 5م32 اماك | - ,1 


6 حل قو مخناطيّتكية 5+ عد- مر جد عمئل هذه القوة مث 
الانتقال لجسم ما في هذا الحقل عندما ينتقل من النقطة الموافقة 2-0 
إلى /2 +4 - 2 على منحني ”1 حيث 1+ */-7:2 الجواب: 50. 


7. احسب التكامل: رفضرة -بر) شار جم] - 1 حيث 1 المنحني 
1 
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ْ1 
!| 


الفصل الثاني |تكامل الدوال المركبة 
المعرف ب 35:0 -بر,0 ونه4 -2 و حيتت +0>0>2 الدوران عكس 
عقارب الساعة. 
8. احسب التكامل 42(م3+*2)] -7 حيث 7 هو المنحني 2-|د| من 
1 

النقطة (4)2,0 إلى النقطة (8)0,2. 
9.. احسب التكامل: 

(0اى - 0)ه - ع :"1 مو(جة + دا" 

َ 

(0همه- )م عبر 

من النقطة الموافقة 8-01 إلى 6-2 


0 5 
الجرادكن 30 + اكات نم6 


0 احسب التكامل: كدر 
12-2 


حيث 4-إه-ع|: أق 5د مزع الجواب 2 


11.حسب التكامل ي_- 215 | 
ف 


هل النتيجة تعارض انظرية كوشي؟ 
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التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
2 احسب التكامل يهم -/ حيث 1:||-١‏ ثم برهن أن: 


5 2 
09-0 سك ١‏ 0 )ررزور""كو 1 - 6ل( ساك + 4)ومه 1 1 
0 5 


3. أوضح بشكل مباشر أن قيمة التكامل: . جه (ضة +*62) 


لا تتغير على المنحني 7 الذي يصل النقطة :ه +3 بالنقطة :4-3 في 
حال كون “1 هو: أ. المستقيم الواصل بينهما. 


ب . أو المستقيم الواصل من :3+4 إلى 4+4 


ثم من :4ع4 إلى :4-3 ج . الدائرة 2-5 


أحسب هذه القيمة؟ الجواب: 238-2667 
1 ايل لتيل 012 عالة بي 
(10)2-2--2) 
الجواب؛ ره 


25 عم 
بابح هقنع 
رم ا 


109 


تكامل الدوال المركبة 


حيث ٠"‏ هو 5-]2| 


حيث ؛ وسيط. 


7. لنفرض أن لذينا. (2). أية كثيرة حدود و المنحني '1 أملس جزئِياً 
. أثبت أن : 1. 7)2(42-0] إذا كان منحنيأ مغلقاً 
ّ 
2. 2)2(42-0] إذا كان منحنياً يعتمد فقط على نقطتي البداية 
م 

(1,0) و النهاية (1,0-) . 
8. إذا كان 1 منحني القطع المكافئن * حمر من نقطة البداية 
(0,0) و النهاية (1,1) أثبت أن : 
(#1س1طة+ 2) +اقع 1ومع-1- >2 (مطو+ :32 | 2 
9. أثبت أن 42-1+57 (32+1)[-7 إذا كان '] منحتي 
القطع المكافئ 1- ”دير من نقطة البداية ( 1-,0) و النهاية (1,0) 
0. أثبت أن :27 - -(يسا- [-إذااقان ,اطي القطع 

5 2 


الفكافئ 1+ ”بر من نقطة البداية (1 ,0) او النهاية (1,0) . 
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التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
1. أثبت ( اعتماداً على مبرهنة كوشي )أن : 
42-0( 22+ ووم + 52 8)]- 7 حيث "1 المنحني المغلق 


المحدد بالحالات الثالية : 


35 5- وا 
2. 1 -|غ+ة| 
51-7 


4. ! دإت+ادعز 
2. أثبت ( اعتماداً على مبرهنة صيغ كوشي التكاملية )أن : 
7)2(42 1-4 حيث 1 المتحني المغلق المحدد بالحالة 


التالية : 1 -|!-ج| .. يحقق مايلي: 
1 
سدح نود -7 
(ا+ع)(2-1) 42 ننه 
2. عدزمار ,1-0 
3 “-0 .من وقكنا 


اللؤلفون :د .محمد ثور شمه د. غازار الشايب د. شكري أبو عرابي 1 


الفصل الثاتى تكامل الدوال المركبة 
4 ل دم ,6در 
ملق 
3. أثبت ( اعتماداً على التحويل القطبي )أن : 
0 2 
م 


حيث "1 المنحني المغلق : 2 دزءاث"ا 
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التحليل الرياضي. 1 الباب الأول 
الفصل اثالث 


السلاسل المركبة وسلاسل تايلور ولورانت 


ومسعك وثالد جلدم 1 دجن و" "رمابره1 أده معؤمك نبعامصمة) عنزد 10/1 


مقدمة : 

تعلم من دراستنا للتحليل الحقيفي أن أي تطبيق لمجموعة من الأعداد 
الطبيعية على مجموعة أخرى يسمى متتالية » كذلك الأمر هنا قي 
الساحة المركبة فإن أي تطبيق لمجموعة من الأعداد الطبيعية على 


مجموعة مركبة يسمى متتالية مركبة حيث نكتب : 


بنلاار التقالنة: حي كر بوافي وضسا كدري رذب 
2 7 


حينظا 0 الحد العام للمتتالية. إذا وضعنا برئرة+ ب:- ,2 نجد أن 


دراسة المتتالية [,2! تؤول على دراسة المتتالية [,3) والمتتالية [,3). 
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الفصل الثالث السلاسل المركبة وسلاسل تايلور و لورنت 


تعريف 1 نقول إن [,ر) متفاربة من ,2 إذا تحقق؟ 


هالة < ملا م>ارة-ى2| :زعلا 3 ,لدم 8 


بسهولة ومن خلال التعريقب 1 نجد أن الشرط اللازم والكافي لتكون [20) 


حيسث بله+ ,ت ,2 متقاربة من ,نز + )ع ,2 اهو أن تحقق : 


شحل ا ارصم يكن 


ببق المتفيه 1 ربط ,2 متقاربة لأنه نما م ج ورفإن: 
م2 


5 1-م3 
2جهب4+ 22 
2 2 

41 


6 
2 - 
ور 0 


نقول عَن متتالية [,/] إنها متتالية كوشي إذا كانت تحقق مايلي: 


مهما يكن العدد 0 < ن يمكن تعبين العدد الصحيح (م)/1 بحيث: 
سس ساس اس سات افشاك 100 لتكت 
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إلتحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
ع > إي2- تاج )الحم 


حيث م أي عدد طبيعي. ونقول إن المنتالية [.2) محدودة إذا كان 


3# >|,2| و حيث 4 عدد حفيفي ثابت. 
السلاسل المركبة: 


بفرض [.2] متتالية مركبة حيث ,رز1+ ,د - برك عندنذ نسمي سلسلة 


مركبة المجموع اللانهائي : +2 و يج - 22 
كما نسمي ,+ .. + بت + ,رب ,5, . المجموع النوني للسلسلة. 


إذا كانت المثتالية [,5 متقاريبة من » فإننا نقول إن السلسلة 


,2 متقاربة ونكتب تجاوزاً ؟ أما إذا كانت [ك) متباعدة 
5 


عندها تقول إن السلسلة #زال متباعدة. 


7 


معابير التقارب”| بمكننا تطبيق معابير التقارب المعروفة في الساحة 


على السلاسل المركبة فمثلاً تتفارب السلسلة ,2'ْ حسب 


معيار كوشي إذا تحقق مايلي: 
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ا 
ِ 


الفصل الثالث السلاسل المركبة وسلاسل تايلور و لورنت 
من أجل أي 0< يمكن تعيين (6)/ صحيح. 


من أجل أي م طبيعي و ()/2 <” بحيث يكون م>|0د- ىى,؟| 


نحصل على الشرط اللازم لتفازيب السلاسل (كما في الساحة الحقيقية ) 


من أجل 21م 2,20 روزا 


57 .5 مما 


ولكن قد ينتهي الحد العام إلى الصفر دون أن تكون السلسلة متقاربة 
(مل السلسلة خلا ر). 


2 


إتقزب الشرطي و التقارب بالإطلاق 


تقول إن السلسلة 2 متقاربة مطلقأ أو بالإطلاق إذا كانت 2 متقاربة 
2 2 


أما.إذا كانت اذم متباعدة و ,212 متقاربة فإننا نسمي التقارب شرطياً. 
- ل 


(- 


لل ز.متقاربة.أما 


ادو 


5 
فهي متباعدة وبالثالي 


7 
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التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 


بسهولة نرى أن التقارب المطلق للسلسلة ,02 يكافئ تقارب السلسلتين 
لدم 


4و 


2 95 

أعلاابة ١‏ || حيث: برغ+ى: 
ادر عر 

خواص المبلاسل المركبة 

من المفيد أن نشير إلى أن الكثير من خواص السلاسل الحفيقية المتقاربة 

مطلقاً هي صحيحة في الساحة المركبة مثل الحالات التالية: 

1 . تغير ترتيب حدود سلسلة متقاربة بالإطلاق لا يغير مجموع السلسلة. 

2 . مجموع أو فرق أو مضروب سلسلتين متقاريتين بالإطلاق هو سلسلة متقاربة 

بالإطلاق- 


3 إنا كاقت ج587 متقازبة وكان 2,4>]5077| عندها :20 در متقارية بالإطلاق. 
[عرر 1حمم 


مثال80 السلسلة العددية ب/ 


مله !+ 
4 


4 أما إذا كانت بر #إمتباعدة ركان 0< إت| عندها 2:27 
1 م 


2 


متباعدة وقد تكون ,5527 متقاربة شرطياً. 
1م 


اللؤلفون ؛ د.محمد تورشمه د. عازار الشايب د. شعري أبوعرابي 17 


ا 
1 


الفصل الثالث. السلاسل المركبة وسلاسل تايلور و لورنت 


5 اختبان دالامبين : 


تكون السلسلة 72827 مثقاربة إذا تحقق الشرط: ‏ 1> 
1م 


والحالة المعاكسة متباعدة , وفي حالة التهاية 1 حالة شك. 


١ 
|مثال31] السلسلة العددية الام متباعدة‎ 

6. الاختبار النوني (كوشي): 

تكون السلسلة ع متقارية»عدثها: 21-1 يوذل 
وعندما و> 1 تكون السلملة متباعدة وعتدما ب -1 حالة شك. 


مثال:/ اللسلة العددية “م 3 


متباعدة. 
4 كلدم 


7 اختبان راب: تكون السلسلة +2 الا متقاربة مطلقا عندما يكون : 
1م 
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التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
سلاسل الدوال المركية : 


عندما تكون حدود السلسلة المركبة دوال لمتحول عقدي 2 نسمي السلسلة 
ا ا ل ادم 
)لل + .. + جم لله (ه) 1د )رك 

نسمي [(5,)2) متتالية المجاميع الجزئية من السلسلة عندها نكتب: 
تعرييق: ,تقول عن السلسلة الدالية (2),/ 30 متقاربة بانتظام على 5 
إلى الدالة (ع)/ا إذا كانث متتالية المجاميع الجزئية ((5,)2) متقاربة على 
5 أي من أجل أي 0< يمكن تعيين لج (عإلة 

دع ينررهلة دم يع > إه) “ف (ج)رك| 
اختبار فايزشتراس : 
تكون السلسلة (11,)2 30 منقاربة بانتظام على 0 وبشكل مطلق إذا 
اقان: “قربا - و ,51> | (11:)2 | حيث ,م« أغداد لا 


تتعلق بالمتحول 7# من 5 وكانث السلسلة. ,+ ”ا متقاربة. 
أ 
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الفصل الثالث السلاسل المركبة وسلاسل تايلور و لورنت 
ملاحظة: في التفارب بانتظام يمكن اشتقاق وتكامل حدود السلسلة حدا 
حداً ومن ثم اشتقاق المجموع أو تكامله وإذا كانت حدود السلسلة دوال 


مسثمرة كان مجموغها دالة مستمرة (والتباين ربما يكون في الأطراف). 


سَلاسل القوى: 


تعريفب: نسمي السلسلة 


0 2 7 8 
نميه “للك -ج)برة + ...+ 0(5- ع)ره + (ه- عاره + يه- "”(ه- قابره لا 
-5 


سلسلة قوى حيث إن ,ره تسمى الأمثال و نسمي 4 مركز السلسلة . 


مثال 32 


نلاحظ أن منلسلة“القوى درماً لها نظلاق,تقلارب وهؤايتعين مثلاً من 


معيار دالامبير كمايلي: 


رحد لس 
١‏ > إه -عز لسك ووز[ 
1 4 | مجم 


الباب الأول 


فإذا كان هناك نصف قطر تقارب 1 محدود عندها يكون النطاق 
محدود مركزه + 2 هو نطاق التقارب وخارجه يكون نطاق التباعد أما 
على الفحيط فهناك خالة من الشك قد تكون السلسلة الناتجة متقاربة أو 
متباعدة حسب الحالة : وعندما يكون 0 غين محدود عندها تكون 
السلسلة متقاربة على المستوي / كله أما إذا كانت 2-0 عندها 
تكون السلسلة مثقاربة فقط عندالتفطة ه-2 . 

نظرية_تايلور في النقلن: 

بفرض أن (2)/ دالة تحايلية ممثلة بالسلسلة التالية : 


"(ع)ره ا - (ه)7 


5 5 
غندها تكون الأمثان ,م معينة كمايلية 2 0 


البرهان: 


بما أن (2)/.تحليلية على منطقة ما . » عندها فهي تقبل الاشتقاق دوماً 
لهذا يكون: ...+ 2-0(7),+ +( - )»+ ره -(2)/ 
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1 
ا 
0 


الفصل الثالث السلاسل المركبة وسلاسل تايلور و لورنت 
+ تايمة + ره - (ع) قر 
كر 
بنض الطريقة نجذا؟ (8) 720 1 دوه كله - (0)””ر 
0 وه < يه3..1-(0)”/ 
ويشكل عام نجد: سيره - (ى) 07م 


ار 


3 
- 


7 
«تامر وه 

شط يعون #رولد 07 112 دمر 
“تالحم 


لبن الكقر 
إذا كان (2)/ تحليلية على منطقة 8 من المستوي المركب .2. 


وكالت + نقطة داخلية من * وكان "1 ذائرة تحيط ب » ومركزها 4 ويقع 


1اضمن + فإن: 
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إلتحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 


لمر 46 


جر 7م ”رويب 1 يي 


+..+(م-ع) 


حت +رم)ر -(2)/ 
حيث (2)/ دالة تحليلية داخل 7 من أجل أي نقطة + داخل “1. 


لدينا حسب علاقة كوشي (صبغ كوشي الأولى). 


+0 
47-7 4 


1 1 1 
لكن: ب 57 0 ل 
(ه-ع)- ودس ولجو لوسر اوور 
1 كه 
2-7 معدم 
سر 


والح لتم جسسب ةو هاو ١‏ 


مس "ملسم رم م1 2( -م) محمر 
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ا 
1 
ا 
ا 


الفصل الثالث. السلاسل المركبة وسلاسل تايلور و لورنت 


5 لت ا “زمسم ر_ 
ددا (4-ع)» سس "(مسمين - ,/ مهما تكن « من 


المنحني © وبذلك نجد: 


سد لمعم م00 1 ع م 
6 س6 كد وق حلي أفصار يد -ها/ 


ذمم لل ,اق برو لسك دور 
(مدسم 1 28 1 2 
ادا مر 


(2) ير ا مو 1 
3مس 28 


وحسب صيغ كوشي التكاملية نجد: 


27 اعبرم قحقادم ردم 


١س‎ 


2 جا 6-1 


ع “نر "مس ع) ي ال ليرط ١‏ 


(2-م) "زه )27 000 د -هامة 


7-077702) - 
سس سس د 
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التحليل الرياضي / 3 / لباب الأول 


تلاحظ أن: 0 > #0 ملاارر 


لآن: كاك إض/] 1١,‏ 


لأن (.ع/ر تحليلية على 8 وبالثالي نحصل على تشر تايلوز: 
لك 
#رودج للكلبرة - ور 
إ« 0دس 


نش ماك لوران: 
إذا كانت 0+ تحصل على ما يسمى نشر لوران (ماك لوران) وهو 


11 ا 9 


النشر في جوار الصفر. 44 دتعار 


أمثالهو بانشر الدوال) الأثناتتيةافي وار الصف 
1 . الدالة الأسية 2ع- (ج)/رنلاحظ أن مشتقات هذه الدالة هي نفسها 
وقيمها في 2-0 هي 1 ولهذا نبدل في سلسلة ماك لوران فنجد: 


1 1 
هالو مواد وو جل تع 
سم 11 !1 


ونصف قطر تقارب هذه السلسلة نه أي إنها متقاربة في كل المستوي. 
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[ 
ظ 
ؤ 


الفصل الثالث السلاسل المركبة وسلاسل تايلور و لورنت 


2 . نشر الدالة الجيبي جماك - (2)/ 


نلاحظ: 0 -0جنى - م0 
0-1 يم د70 
0-0 ملق دسو" 
-د ويم تاروع" 
وهكذا نجدة 
رن د _ ل 
سه لا - وأ 
927 شر 8 
3. نشر الدالة 


852)-(م)/ نلاحظ أن : 


0-1 مم (0) / 
0-0 «تقع زكر 
ا دووم --(0) ”*ر 


1 8 دعق 
اق مش ته 
4.شر الدالة: 92ح (2)/ 
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التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 


3 
5 0 2 
بنش الطريقة نجد: ...++ 2 - للق 
عمو الاي 1 8 -< ةثل 
إ(ا ه2) مر 
24 2 
5. شو الدالك: ...يدك بحا كيين 
6 بإب 2ع ع 
2 كلس ١‏ 
2 مر 


علامات .أوئر بين الدوال القطعية والدائرية والدالة الأمسي: 


من نشر الدالة الأسية وجدنا: 


922 جلما 21 1 أ اب_عم 
7 2 1 
:<3 كردت كك 
/ 4 0 لمي عزوي 2 
لنبدل كل < بج فجد: 00 61 8 
) 2 
ديتع 
الإلى 3 
52 
بالمقدارج 


لل بابب بب بي يبيب 
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الفصل الثالث السلاسل المركبة وسلاسل .تايلور و لورنت 
نجمع العلاقتين الأخيرتين فنجد: هعم 2 - #أحوب 2 لى 


2ع 92 


ع9 كتكلوبرى 
2 
من نشر الدالة الأسي ‏ نلاحظ: 
3 2 
ا 3 كا كرورم 


52 +ع 0 - تع 


نبدل كل 2- ب فنجد: عاد -ع0 - 2ع 
بجمع العلاقثين الأخيرتين نجد؛ 0 


ولو طرخنا تلك العلاقتين لوجد بعد القسمة على 2 نجذ : 


0 
ا 


التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
العلاقة بين الدوال الدائرية والقطعبة: 


عن علاقات الجيب والتجيب الفطعي نبدل 72 في علاقة د فنجد: 


أي ٠‏ 082)- 672 نبدل في علاقة 5# أيضأ كل + ب ١+‏ 


0 


اطق اد وازلل 
6 . نشر الدالة ل لور بتطبيق علاقة ماك لوران في النشر نجد: 
ٍ- 
7< | نل" | 


وبتطبيق معيار دالامبير نجد أن شرط النشر هو 1> |2| 


3 ا 5 
7 .نشر الدالة دا نبلل في نش 


جد كوا .هراس مكيب قود قوم مب در 


8 . نشر للدالة (علماد هار 


0ك 
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ؤ 
ا 


ا 
ا 
ا 
ا 


الفصل الثالث السلاسل المركبة وسلاسل تايلور و لورنبت 
بأخذ مشتق الطرفين تجد أن : نزرد + ل0م] 
.+ تج 2م +بم-1 << ززع + )م 


و بمكاملة الطرفين نجد: 


22-2 + نما 


7 
اعم .5ط "رم درمجمط 
7 إدرر 


9. نشر الدالة (0-2 ها رما 
نلاحظ أن: لمحد رمملا 
12 
3 ”7 
ومدك غ8 >-- ودام 
7 
1ك ,2 8د ولط 
إدبر 


0 . نشر الدالة (نشر ذي الحدين لنيوتن): 
حقيقي © عم 7( +0 - (ع)/ر تلاحظ: + 1-(0)/ر 


برد لازن )م - (0)"ر 
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التحليل الرياضي / 3 / 9 الباب الأول 
(ا-سجم) سح (0 + ا) (ادس) بد (0)"”/ 


وهكذا.. 


2 ل عق 
2 
7 رن 1 اروك ساي 4 
ا 


2ت "جل - رار 


ملاحظة: 

في انشر الدوال استخدمنا فكرة مشئق سلسلة وتكامل سلسلة هذا ممكن 
عندما يكون التقارب منتظماً وهنا على النطاق 1> إد| كان التقارب كذلك. 
نشن لورانت: 

بفرض 1,1 دائرتان متمركزتان عند م-2 نصف قطر الأولى به 
والثانية ين 


لنفرض أن الدالة (2)/, وحيدة القيمة (غير متعددة القيم) وتحليلية على 
الحلقة الدائرية. وف > أه- ع| > 41 


عندها يمكننا نشن (2)/ وفق السلسلة: 0 
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القصل الثالث. السلاسل المركبة وسلاسل تايلور و لورنت 


حيث تعطى الثوابت ,4 وفق التكاملات التالية : 


أن 11 
0 اخاترى بي 21 


3 
7 


نر رك 


:4 5 
ار ج31 2ك 


إذا طبقنا نظرية صيغ كوشي التكامليية. على المنطقة بسيطة:الاتصال 
الناتجة عن قطع الحلقة بقطعة مستقيمة ضار كما في الشكل نجد؛ 


لابن 18م دور 


2 مل مر اعية 
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التحليل الرياضي / 3 5 الباب الأول 
حيت م, نقطة أي نقطة من الحلقة (المنطقة البسيطة) ولقد وجدنا عند 


برهان نظرية تايلور أن: 


5978 5 ريق لل ربل 
م حم رو 27 


7 74 
م 0 4 


وبذلك يتم البرهان على: "(4- 2),م 


وهو نشر لورانت على الحلقة: يم > |ه-2| > ,2 

ملحوظة: إن إيجاد نشر لورانت باستخدام الثوابت , هي عملية معقدة 
لهذا تستخدم الطريقة السابقة فقط في الأبحات النظرية وسوف نرى طرق 
أخرى لإيجاد نشر لورانت بشكل أسهل. 

تعين نوع النقطة الشاذة وفق. نشر. لورانت: 

نلاحظ من نشز لورانت أنه يتألف.من جزئين أحدهما يحوي أسأ موجبأ د 
(-» والآخر أساً سالبة ل(/-2). نسمي الأول الجزء التحليلية والثاني 
الجزء الرئيسي: أي لديناة 
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ْ 


1 
ا 


الفصل الثالث السلاسل المركبة وسلاسل تايلور و لورتت 


جه +..- )زر 


2-6 ازه- 


.+ ا"( سبه) ررم +..ت (4 - )4 + نه 
نسمي ]_» راسب الدالة (2)/ عند النقطة الشلذة 2-6 
حالات نشل لورانت : 


1 . إذا كان نشر لورانت لا يحوي جزءاً رئيسياً عندها تكون + -: نقطة 
شاذة قابلة للحذف وإلدالة تكون عندها غير معرفة عند 2-0 ولكن 


يوجد لها تهاية يمكن تعريفها بأنها قيمة الدالة عند م2 


إمتركة 


الدالة الكسرية * 2 

الدالة الكسرية ده 

() غير معرفة 

لكن: 23 | قلست درم 2 
امول (2-1) أده 
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التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
2 . عندما يكون الجزء الرئيسي محدودأ وأكير أس ذ (م-) في المقام هو 
عندها تكون 7-: قطب من الدرجة م لآن: 


0ع (ه)/ "(ه- 2) مسر ا 
2_6 


والنهاية موجودة من أجل ,07 


3 . عندما يكون الجزء الرئيسي غير محدود وعندها 2-0 2 نقطة شاذة ا 


أساسية لآن: (#ار “(- 2)_جوزر 
وام 


غير موجودة مهما نكن 5 . 


00 اا لم200 ا 
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الفصل الثالث السلاسل المركبة وسلاسل تايلور و لورنتت. 
تمارين (3) محلولة 
رع ااممط اوس[اوق 

[ترين 30 


عين نطاق قارب السلسلة (2"9+ “م) “)0 ثم احسب مجموعها: 


الحل: 
لأجل تغيين نطاق تقارب السلسلة نطبق أحد معابيز التقارب وليكن 


:/ 0" 
معيار دالامبير: .ل | ري سي تر | بصنا 


ب العفتما 
1 ل 


حيث إن :. !>1 نطاق التقارب.من أجل حساب المجموع نلاحظ: 
ماع ,5 
خم 2ك رفو 11 درق 


باد تب نم1 دوق 


“لجا 
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التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
وبما أنه قي مجال التقارب 1>|د| لهذا يكون : 


<١‏ مكوررنية وهي نهاية أو مجموع السلسلة. 


2 


باستبدال بز +- م نجد المتراجحة التالية: .,. < #ر+ 2( ي) 


أي نطاق التقارب هو: 2 


المنطقة خارج القرص الدائري الذي مركزه 2 نطف لل م 
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الفصل الثالث السلاسل المركبة وسلاسل تايلور و لورنت 
إتعين 32 
أوجد نشر تايلور للدالتين هم» في جوار 2 -م مبيناً شرط النشر. 
الحل:. لنفيض مدن عندها عد 
نبدل: دناه - دهم - (هار 

اكول + ممه ددم - 


(بسةة دي ومم) 


7 


ادنك ولي - هنم - ع7 


اسار ا 
7 ا لامها 8 جه د 
4 3 2 !1 2/2 


أما شرط النشر فهو > 
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التحليل الرياضي / 3 /. الباب الأول 
فالدالة قابلة للنشر دوماً على كامل المستوى المركب 2 . 


عين جميع حالات نشر لورانت للدالة 


في حلقة مركزها 2-0 أوجد هذا النشر على الحلقة ١>|ع|‏ >0 مبينأ نوع 
النقطة الشاذة , شم أوجد راسبها (0,/): 86 
الحل: النقاط إلشاذة هي النقاط التي تعدم المقام وهي: 
2-2 ادع إلاد2 
وحالات النشر هي الموافقة ل أن يكون النطاق لا يحوي أي نقطة شاذة 


1 07 1 
ولهذا فهي: 0<2| : 2]>2|>ا ب 


5 


من أجل النشر على الحلقة 0<|:|<1 نفرض الكسر 


١ 1 4‏ 
2-2 و جياعج فى سيا يل 


ار 4 


3د (رمرنما بوزادق 
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الفصل الثالث السلاسل المركبة وسلاسل تايلور و لورنت 


اددرع)/ر-ة) جصفاء 6 


> 2/0-م.. ويا - م 


نلاحظ أن الكسر الأول والثاني منشوران لهذا بقي نشر الكسر الثالث 
والرايع: 


2 1 
> ليف لي ا بار + م +1 ير 
ع 


هذا قد © 001 
75 مقق | ١...‏ ا 


2-0 قطب من الذرجة الثانية » أما الراسب هو 07-3 رامعم 
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ْ٠ 


ا 


التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 


أوجد نشر لورانت للدوال الثالية في حلفة مركزها النقطة الشاذة 2-0 
مبيناً نوع النقطة الشاذة » ثم أوجد راسبها (865)/,0 لكل حالة . 


الحل: أولاً حالة " 


0 2 نقطة شاذة قابلة للحذف؛ و راسبها 0-(0,/ر)دع8 


أولاً حالة .بكر : لم1 دء) هام 


2 


تحير ]أذ ا 
+ شد بنك +1 | يوج |- 
“22 اعلا 2 


0 نقطة شاذة أ أملامليةاء وأ راسبها 3 1 جا رم )ممع 


سس 0 
اللؤلفون :د محمد تورشمه د. عازار الشايب د شكري أي عراب 14 


1 
1 


الفصل الثالث السلاسل المركبة وسلاسل تايلور و لورنت 


| 
“[(م)ه +21 


1 
ديري - تتارر 


تي 
ص 9 


نلاحظ أن 0ج( عندما مجع 


لهذا 1>|(م| ومنه 2[(م)م, أجل - عار 


| + وه لتاق رمد ر ]يل - 


مأسة و ا 1 
د 2 ا )-- 


0-ء إقطب من المرتبة'الثانية. 


و عماس اتاب 
7 1 


16532 


2084 جم 
به 2 


د 
47 2223 29 


2-0 قطب من الدرجة الثالثة؛ و راسبها + رم رادعم 


بم سس سس بس 
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التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
لمرين35] عين النقطة الشاذة للدوال التالية وعين الراسب: 


لس وير 0 اطع ل 
كمه 

عدن 
ترون حال 2ه (عارر 


الحلا 624),/ 


0 شاذة أسأسية الراسب عندها 1-(865)/,0 


لد مهبر 


00 
22-02+7 أقطاب بسيطة الراسب عندها. 


دع 
#يححت دنا -ن 1 ).رامع 


062 0 كن 5 


قيار دم برع لد - 
اج مس - 
دا +/2)» 
فيلك 
تاد (ترل 


0 +غ2) - 2 أقطاب بسيطة الراسب عندها. 
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1 
١ 
آٍ‎ 
|| 


السلاسل المركبة وسلاسل تايلور و لورنت 


)ماك عسل + يع-ء) 


17+ )را - 9 ليها 


و 720 + 2) )ك6 


0لدم) 
*قدئ)*لدة) 


+27 قطب بسيط +  -‏ قطب مضاعف. 


دقر فت ادكه 
4 تلجت ججذا - [نسبع) رامعم 


ا 


ف ملت راردا 5 
“)أ + ع جيزا -[0(1 رادم 


150 


سنو 


بج 
2+8 


200 ب 1 )مع 
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ا 
ا 
ْ 
1 
1 
ا 


التحليل الرياضي / 3 / الياب الأول 
تمارين (4) إضافية 


2. برهن _تقارب - (2--302"0 و أوجد مجموعها . 


2 


3 .برهن أن السلسلة ]ل ,تقار بانتظام من الصفر وذلك 


مهما يكن 2:1<2 هل يمكن توسيع نطاق التقارب؟ 


4. يرهق أن السلسنة: 5ن البتقارية مطلقاً من اليل > اط 
جاعم 


2 | دك - 
5. أوجد نطاق تقارب السلسلة -: ّ ب 


6 أوجد سلاسل لورانت للدوال التالية: 


1 7-00 35 -وقعن + 
/ ا اه ه33 ع زع 


4 


. انشر الدالة 4 
من تسر الى ا ا 


-()” حيث 4>|:| >3 
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السلاسل المركبة وسلاسل تايلور و لورنت 


بلقن في الحالات التالية: 
اح - رم في الحالات 
2>3| >1 ب. 3<إما 
2> || >6 د 1>إن| 


التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 


الفصل الماع 
نظرية الرواسب وتطبيقاتها 
015 لاحر 1175 هدنت تررت »م112 ءادل أ5ء !7 ©:177 
تمهيد: 
بفرض (2)/ دالة تحليلية على منطقة محاطة بالدائرة المستمرة المغلقة 
والموجهة والصقيلة أو الصفيلة جزئياً :! فيما عدا مركز الدائرة 1١‏ حيث 
وجدنا أنه يمكن عندها نشر هذا الدالة وفق سلسلة لورانت كمايلي: 


ود 
مم 


+.- هر 


44 
2-4 


.. + (معدمارن خرن + ع« 


علمأ أن هذه الثوابت تعطى وفق العلاقات: 
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الفصل الرابعز انظرية الرواسب وتطبيقاتها 

حيث 7 دائرة مركزها 0 و تفع داخل 7 » نلاحظ من علاقة , © أنه 
من أجل 1-م يل 1/2 ِ 5 

1 
أي أن : يماع2 - عهرع) 1 
أي أن الثابت. .ى له صفة مميزة وهي أنه لو عرف لأمكن حساب 
التكامل 2(02)/.! مع أن (2)/ شاذة في النقطة + الواقعة داخل 1 
نسمي هذا ألثابث براسب الدألة (2)/ عند النقطة الشاذة 2-6 ونرمز له 
بالرمز بي -[مبزع) ]مم8 
طرق جساب الرواسست: 
إن إيجاد الراسب وفق العلاقة التكاملية السابقة أمر ليس بالسهل ولهذا 
يلجأ إلى طرق أخرى ترتبها حسب نوع النقطة الشاذة. 
1.. النقطة الشاذة القابلة للحذف يكون فيها نشر لورانت لا يحوي أمثال 
ل ويالتالي يكون الراسب صفاً. 


2 . النقطة القطب البسيط يتعين الراسب عندها من العلاقة: 
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التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
(عرزه -ع) صجزل* [م(ع) رامعة 


مثال40 بين نوع النقطة الشاذة للدالة عد 5 


الحل : 2-4 قطت بسبيط والراستٍ عندها'هى : 


2 مالف رون دز( زمه 


بي امسا 


3 . النقطة الشاذة قطب من الدرجة م 


عندها يتعين الراسب من العلاقة: [(2)/ "(-2)] ا -[م) ]تمع 


لك ار - مر 
مثال41 بين نوع النقطة الشاذة للدالة اكور 
ْ 
2 
الحل + الدالة شاذة عند 2-2 لهذا يكون 
, جع ررك ا 
)1د م 6 
3 ( 2 يمناجلج -[ و20 إمعة 
وم 3 
2 


2-- . [(22)هم 2] - بلقمساد وهار أدمم 


اح جح عمس :ب سح ص م ست اح تامع 
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ؤ 
ؤ 


ا 
ا 


القضل الرايم. انظرية الرواسب وتطبيقاته. 


4 . النقطة شاذة أساسية: عندها لا يوجد طريقة غير النشر وتعين أمثال ‏ 1 


مثال42 بين نوع النقطة الشاذة للدالة “م -(ج)/ 
الحل : ننشر في جوار [س 


5 ١ 


11-1 عر( رامعم 


نظرية الرواسب: 


بفرض 7 منطقة يحيط بها المنحني ! وإذا كان (//ر تحليلية على 2 
قيما عدا عدد محدود من الأقطاب أو النقاط الشاذة الأساسية داخل 72 


إعندها 6,4 7ق 9د - عر -1 
2 


ره هي الأقطاب أو النقاط الشاذة الواقعة داخل 77. 


البرهان: 
نحيط كل نقطة شاذة ,ه يمنحنٍ موجه ومستمر ,1 حيث ...ادنر 
وبما أن (2)/ تحليلية..على المنطقة المحصورة بين "3 والمنحنيات 


1ك 
150 


/ 
ٍ 
ا‎ 
١ 
/ 


التحليل الرياضي / 3 / ا إلباب الأول 
.1,.., !1 تكون هذه المنحنيات الأخيرة مكافئة للمنحني “1 أي حسب 


نظرية كوشي في الدوال التحليلية يكون لدينا: 


ته( )/! ... +طهة)7إدعه) ر! 


وحسب تعريف الراسب نجد؛ 


#ر ادر مو(ع)/ |28 -[ره,(ع) رإدعم 
ومند: [يور(ع) إدعظنجة + ... +[يهرع) /]دع«ه 2 - عدرع)رؤ 


[رمدة را امه - 


عن ماسر 2 
الراسب عند نقطة اللانهاية: 
إذا أضفنا النقطة ه.--: إلى المستوي المركب 2 تحصل على ما يسمى 
بالمستوي المركب الموسع. 
تعريف: 


نعرف راسب الدالة (م)/ر > في اللانهابة بأنه يحقق الخاصة: 
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ا 
1 
' 


الفصل الراية نظرية الرواسب وتطبيقاتها 


0-[م,ز) ]دمع[ رع دع 
5 
حيث ,ه الأقطاب الواقعة داخل المنحني ‏ الذي يحسب عليه التكامل. 


يعطى راسب اللانهاية للدالة (م)/ر كمايلي: 


د وا- -هارووع 

البرهان: ٠‏ نعلم أن: أره.ها رامع متمد علدزة) ل ا 15 

الأقطاب داخل “النجري التحويل عله , 
م اب 1 -يه(ج)/ ٍِ 1 

وصينك تُطرية الروات4 27م ا ل -أنما مدر 

[,ه) ع لاه ِ- 


وهنهة 06 


منحنياً محيظ بالنقطة01-: وجهه الدوران. عكس عقازب الساعة رلا 


يوجد فيه غير 0-,: نقطة شاذة: 
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التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
ملاحظة: إذا أردنا مكاملة (2)/ر على منطقة , يحدها المنحني الموجه 


كمايلي: [ممدمة +.... + ومعج ]نمه - عدر إ 
زدبلة))دمه 20 - 


0012 ب _ويدير_وهذا سق علينا(الحساب 


3 


مثال43 احسب التكامل: 0 1 4 حييث “#زالدائرة 3 
١‏ 


الحل : - نلاحظ لدينا خمسة أقطاب تقع داخل الدائرة "1 لهذا يكون: 


(دارمعه سف - [[رمادء 2 +... +[ وامع ]س2 - ز 


نجد: 5< 0 مم -[ه,ع)رامعة 


00 


ع 
5 ا و 
دير ربكل 
27 - (1- )1ه 1 


امم 0 
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الفضل الزايع. نظرية الزواسبب وتطبيقاتها 
تطبيقات نظرية الزواسب في التكاملات الحقيقية: 


سوف نبين أنه يمكن استخدام نظرية الرواسب في حساب بعض 
التكاملات الحقيقية وذلك باستخدام محيط معين واختيار دالة معين. 


٠1‏ حساب التكامل من الشكل: مقعم رأ كو 
0 

لحساب هذا التكامل يلزم مايلي: 

1 :حدود التكامل كما هي واضحة (0,2#) 


2. الدالة (6*نق,00:68)/ دالة كسري جبري بسيط بالزمز 8عم0 ,0 «ذى 
(أي دالة كسري مثلثاتي) ومقامه لا ينعدم من أجل أية قيمة حقيقية 01 


عندها نتبع مايلي: نفرض “م فنجد أن حدود التكامل أصبحت توافق 
1 


المنحني -١‏ إد| وبالتالي: 


التطيل الرياضي / 3 / الباب الأول 


1 
ْ 


نبدل في علاقة التكامل فنجد: ‏ 15)2(42 - 


0 


وحميط نظرية الروايبي ذراك: [07 ادم أ سدقبر 
2 


٠ 
ا‎ 


:ره الأقطاب الواقعة داخل 1 -إد| 


مثال44 ؛ احسب التكامل الحقيقي: ك] -1 


80+ 


نفرض “م2 فنجد 1-إ2| حدود التكامل. 42> -48 
3 


الأقظاب تتعين بالغلاقة : 32--8 1-0--ئ6+ 2ج 


0ك / 
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القصل الرأبع نظرية الرواسب وتطبيقاتها 


وى #أطفجلة 6 
2 


05 إناء (2/2+قف) - ادق‎ >١ 


هناك قطديبسيط واحدللحييب الراسكٍ عندة؟ 


عه 
1 ة جنا -[ية.(ة) راقعه 


2 -[ة,ه) رامع 


1 1 
ديه وس رول بج - 


3001 8 لد 
2. حساب التكاملات ذات الشكل: 2()/ ل - ؛ حيث ه)/ دالة 
كسري جبري بسيط من أجل ذلك نتأكد من الشروط التالية: 


1 . حدود التكامل (م,م-)ء 2. 0)/ دالة كسري جبري 
بسيط لا ينعدم مقامه من أجل قيمة حقيقية للمتحول > 


156 


التحليل الرياضي / 3 / الياب الأول 
3 .درجة البسط في ()/ أقل من درجة المقام بالرمز2 على الأقل أو 
أنه يحقق: 0 )يد 
55-0 
عند ذلك نختار الدالة (2)/. الذائج عن استبدال ‏ بالرمز د في 0)/ 
وتكامل هذا الدالة على المنطقة 2 وهي نصف دائرة فوق محور العينات 
نصف قطرها # يسعى إلى اللانهاية يمكن البرهان ضمن هذه الشروط 


أن 2(42)/ ] جديا - شومر[ 
0 3 
إرمواراعة 8 29- 

حيث ,ه الأفطاب الواقعة قوق محور السينات. 


تستتتج أن [ رمع ]مم عفن )] 
2 5 


4 


عه )/ | حقة "مم "عمار إ د عدرل 1 


لكن التكامل الأول يسعى إلى الصفر عنذما ده<:5 حسب الشروط 
المفروضة» لأن طويلئه |(2)/ | تسعى إلى الصفر وبالتالي؛ 
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النسل للراية نظزية الرواسي وتطبيقاتها 


إره د 28 - وال 1 
2 


مثال45 احسب التكامل: ]در 
عامل 


الحل: .«تلاحظ أن حدود التكامل (0.>) والدالة , -هم,/ يحقق: 
2 
المقام لا ينعدم من أجل قيمة حقيفية ل كذلك درجة البسط أقل من 
درجة المقام بالرمز4 حيث يكفي درجتين وعندها. 
نختار لب -()/ ونبحث عن أقطابه 
71 
(سعكاوك د كه أي مدايخع 


اللمرودع #نأ مدع 


الأقطاب الواقعة فوق محور السينات (في نصف المستوي العلوي) هي: 


وهي أقطاب بسيطة والرواسب عندها تحسب كما يلي: 


أرب 


1 جد 0 
جصنا 5 يملا" | بهار ابم 


158 


التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
1 5 | مهار 2 


5 
-| مهار نا 
ع 


التكنا 


مر 


5 
| مم 1 ممه 


3 مك - > عد أأ3 + | عل مزه ريمن امد - رز 
4 4 اميه 4 4 


]ا 


3 حساب التكاملات ذات الشكل: 46 :00575( 


0س عل عصمنة وار ] درا 


هن أجل ذلك نتأكد من الشروط الثالية: 


1 :”م6 ويحدود التكامل (مرهم)ي 
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القصل الرابع نظرية الرواسب وتطبيقاتها 
2 الدالة 0)/ كسري جبري بسيط مقامه لا ينعدم من أجل قيمة حقيقته 
اللمتحول .. 
3 .درجة البسط أقل من درجة المقام بالزمز1 على الأقل أي 


20-0)/ بورن] » عند ذلك نختاز الدللة ‏ (2)/ “» - (ع)ر 


حيث (ت)/ نحصل عليه من (:)/ باستبدال ‏ بالرمز » ونكامل على 
المنطقة 2 الظاهرة بالشكل وهي نصف دائرة فوق محور السينات نصف 
قطرها 2 يسعى إلى -ه فنجد: 
95 5 

[رعرك امه ا سد سن “و7 إجمهره)/ إ-ضن)/ ]| 

حيث إن ره الأقطاب فوق محور السينات. إن التكامل 2(4)/! يسعى إلى 
8 

الصفر عندما تسعى + إلى » وفق شروط المسألة المفروضة لهذا يكون: 


: 
010 ا د حعرو "مور 
1 رت 5-5 

حي سن وار نح سونة وار[ 


[رعي امه كمه - 


160 


ا 
ا 


التطيل الرياضي ).3 / الباب الأول 
رمك" 2 1005 
- 


7 1 

البمر)”أدعه مدأ 1 
1 الع 
| 8 

إرم مسرم نموا 
3 


دسم 1 
اشغ 


مثال46 أحسب التكامل: عه 
الخل:  ”-1١‏ وحدود التكامل (ه,ه) 


المقام للدالة أب - مم لا ينعدم من أجل قيمة حقيقية ل كذلك 


مر 


درجة البسط أقل من درجة المقام بالرمز2 يكفي درجة واحدة » لذا نختار 
الدالة: د 1 
2+1 ب 


نبحث عن الأقطاب الواقعة فوق محور السينات (في نصف المستوي 
العلؤي). 2 


لاعغددع 


ومن 11 ادمة 


ا ا 0 
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ا 
/ 


الفضل الرايع نظرية الرواسب وتطبيقاتها 


4. حساب التكاملاث: ار / 1 
ع تلق (ن) ل / -1 ل عسعت وار أ 1 


ضمن الشروط الواردة في الحالة 2 و 3 عدا شرط عدم وجود أقطاب 
حقيقية للدالة (7)2/ »وهنا في هذه الحالة نفترض إمكانية وجود هذه 


الأقطاب وبمناقشة مشابهة لما ورد في الحالتين 2 و 3 نجد: 


[رة ,(ع ادمع كه [ره ,امم م 12 
2 2 
1 5 5 
إره رق نماي ارقو عاوقلاروسد 1 
2 21 


] طب( الأقعط لإسعا ره اء لم ماد - 1 
5 2 


162 


التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
حيث ,؛ الأقطاب الواقعة على محور السينات. و أن ,ره الأقطاب 


الواقعة فوق محور السينات وأما المنطقة 7 فهي الظاهرة بالشكل: 


8 8 


البسط أقل من درجة المقام بالزمز3 يكفي .1 كذلك ينعدم المقام على 


يحور الإسيذاك وفةارمحور السيناث نخثار الدالة:؟ 222 وم 


1 


لنعين الأقطاب المطلوبة: ‏ *”م دك :ج 


الفصل الراب انظرية الرواسب وتطبيقاتها 


اك 
3 8 5 قت لتم سينا -[الممادعم 


لحساب هذا التكامل نتأكد من تحفق الشروط التالية 


1 م كسري وخدود التكامل من 0 إلى ٠‏ . 


164 


إلتحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
2 الدالة (2)ر يحقق مايلي: 


أ. لا ينعدم مقامه من أجل قيمة حفيقية موجبة للمتحول . 


ب الدالة المكاملة تحقق الشرط : 0 - (4)/”* ودر 
1 


عند ذلك نكامل الدالة.(2””/)2 على المنطقة الظاهرة بالشكل؛ نجد عندها أن: 


000 


مر مباممه »متب + م (ره الأقطاب ادا 2 


البرهان: 


إن المنطقة المختازة كما في الشكل هي دائرة مركزها 0 ونصف قطرها 
يسعي إلى © حذف منها نصف المحور مه الأن 0-+ نقطة تفرع 
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االلللة 


الفضل الزابع. نظرية الزواسب وتطبيقاتها 
للدالة (ج)ر“” وعليه فإن التكامل عليها يمكن تجزئته إلى أربعة 
تكاملات: 1 . التكامل على الدائرة الكبرى ونصف قطرها ©. 
2 . التكاقل عَلَى الدائرة الصغرَيوَتضفٍ قطرها :,. 
3 . التكامل على القطعة المستفيمة من المركز إلى محيط الدائرة 
وعلبياً" دده 
4 . التكامل على القطعة المسئقيمة من محيط الدائرة إلى المركز 
وعليها “مد - ج بسبب الدوران دورة كاملة. 
أي لدينا حسب نظرية الرواسب: 
+( رتت ]| جيه )رد ] دجت (ع) 1[ 


2 


-مه(2)ر**: | + عدر ]| 5 
1 3 


[رهر(ع) تر ا#تاوة مه 
2 


7 
رنتمى ور مالم حفر متامي | اوور مدل 
3 


(رمدع خآ ., + ,موع2#)11 - / 


166 


التحليل الرياضي / 3 / 9 الباب الأول 
حيث ,/ التكامل على الدائرة الكبرى و,/ على الصغرى وسوف نبرهن 
أن نهايتهما صفر: - عق لمر عت هرو راو 


(يمع 1 +.. + ممع )ليه 


[ رمبعار' متأحمم 00 - نه رامم] متوعع 
1 


0 


28 5 
ممع +.. + عومم) ب ع )را مر 


223 3 2 


لعل معني قطي طأكتى_ر 


11 
0 
م 


ديت [ر رار ]معي كحي - بهزا/' 7 


إن التكاملين ,: .و ,2 ينعدمان لأن: ‏ 0ت )2 


مجواو ‏ .مجدج 


حسب الشروط ولهذا فهذان التكاملان ينعدمان لانعدام طويلتيهما. 


القصل الرابغ_ انظرية الرواسب وتطبيقاتها 
مثال48 احسب التكامل: ات 2 
الحل : نلاحظ الشروط متحفقة ولهذا نجد أن الأقطاب هي أقطاب الدالة 


عل روم وبالتالي فهي #د- م وهي أقطاب بسيطة. 
9 


1 3 
ماح و 


سل 


4 أت 


دانراع)/ 1 


168 


التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
تمارين (4) محلولة 


تمرين40© 
بين أنواع النقاط الشاذة في كل من الدوال التالية وعين الراسب عند كل منها. 
8 
1- الدالة + عهامر 


16+ كج 
«ستيعاهة د ماه “م .0د 6انوثع 


0 
0 4 
بروج أقطاب بسيطة. 


“زر ج) 


قبل - نر حا -[رعحارامعه 


22+16 


0 لمت ثود اوداع 
6 قطب بسيط لأن. نا- ه نقطة شاذة قابلة للحذف. 1+ << أقطاب 


ا 
12 جنا 


ارمع 


مشج جرم يه تج عرد م مع مع متعم مص ا ب جب سح م مسح سس ع 
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الفصل الرابع. انظزية الرواسب وتطبيقاتها 


*22)2(4 10 *0)2 6م + 2 
5 للك 


--[فوراقعه 


5 
ا ان 


3 . 
0 0 > امار 


ج- المو رامع 


3- الدالة + 9 22 ع0 02ر1 


عندمايكون مقامها 0- 52 فانه يوجد <+-< أقطاب يسيطة. 


سمه _ #سناما مان . 


1- ووينا - 1ب ,(ع) ]دع 


م اعممة وماق 


تمزين41 احسب التكامل: ‏ 42 - 1-1 
لا 


ننشر الدالة عرز في جوار الصفره 


170 


التحليل الرياضي / 3 / 
جد 1 75 1 
“زمه -1] م ١‏ 


ةا 3 
2 0 1 


نلاحظ أن 2-0 قطب من الدرجة الأولى الزاسب عندها 1 ونالتالي: 


نه حجاافية - 1 


تَعْرِينْ42 احسب التكامل: 2 ل [ -7 


2 


ننشر الدالة المستكمل في جوار الصفر النقطة الشاذة الواقعة داخل 


س ومرم ل[ لخدب 


ةك 
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2-0 قطب من المرئبة 3. نبحث عن أمثال + 


-[مزشرادمه -امثال + 


17 
2 م38 


إذاً: 0 


تمرين43 احسب التكامل: ‏ 486 


1 
» ستتيند ة 
(ادع4 + 26 


ب 


0- اجيف ةمج 


2-0 قطب بسيط داخل |:|- 1 


0عاجيف+ة2 


42-16-42 


التحليل الرياضي / 3 / 
1>إماء قل+ه - ,2 , ١>إهام‏ 3/-2-- 


وهو قطب بسيط أيضاً. 


كوي 


[200) ان سبإفت 7 1 


عي 1 312ل +قدزع) رامع 


ل ا 


0( مدر 


تمرين44 احسب التكامل: 


يز 


م 
الحل : . نلاحظ أن الدالة مهار زوجية ء لهذا 
2 


امار 
الا 


3 


الشروط في الحالة الثانية محفقة لهذا نختار ليد هاي فنجد أن 
الأقطاب تتعين بالرمز: امع 


تقامالي 


كب,3 01,2 - 4 


لسعم سم صصص عع ع ححا نت يع تب تدع عن سيد عع ص جوع عست عع جع تعدا 
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3 


هع - عمم ب برزكة.. 
م6 6 2 


تَعَرَينَ45 احسب التكامل: 


نلاحظ أن 3 والدالة 


اجيقر 


على 


7 
ثم 


نختار الدالة: (ة) "1 


وأقطابه المطلوبة فقط القطب: 


0 


“5م -[ مزع رادم 


كينب عذررى- كذمن إل مدا در 
2 6 6 5 7 


3و 5 
1-6 
ا 


40١ 


-00/ يحقق شروط الحالة.الثالثة ولهذا 


0<يرع بددع 10ج ع 


174 


التطيل الرياضي / 3 /_-. الباب الأول 


5 


لم ونا -1) ممع 
0 


١ 
/ - ل سد امه‎ 5 
1 #حلسبت ا‎ 


ل 


لفك 


تمَرَينَ46” احسب التكامل: 


نلاحظ أن هذا التمرين ينطبق على الحالة الرابعة عندما يؤجد أقطاب تقع 
على محور السينات وفوقه لهذا نلاحظ مايلي. 
1 - حدود تكامل (نهء مه-). 


2 الدانة دور دالة كسري جبري بسيط. 


ينعدم مقامه من أجل جذور حفيقية وعقدية ودرجة بسيطة أقل من درجة 

مقامه بالرمز 

3 منختان الدالة 5 - ()/3 وتكامل على 7 وهي نصف المسئوي 
الام 

العلوي مع محور السينات قنجد: 


8 3 9+ [ره عا رادم !8 2# 7 


2 7 
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ْ 
ٍ 


الفصل الرابع انظرية الرواسب وتطبيقاتها 
حيث ,ه الأقطاب فوق به ,رم الأقطاب على «ه 


+-[ها رادم 


2 
كع ممه 


تمرين47 احسب التكامل > .."* 0 
م 
0 


الحل :. لنحسب التكامل ننه سيك لك 2-1 > >0 
اد 5 


نلاحظ الدالة ملي لجار يحقق ‏ 0+ ()/ ”د 


176 


التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 


صجديى اى لاجدر 


- زور أقطابه /داء 


تأخذ 
1 


جع 


لنجري بعض الإصلاحات التالية: 


0 
د كك سبوا تت دن رز 
2 |0 #صطة 
/ 


ا 
م 3 
002 


ع 


2 


موو2. 5 
م 


0 
3| 
1 


1 
0 
| 
1 
/ 
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الفضل الرايع. انظزية الرواسب وتطبيقاتها 
تمارزين (4) إضبافية 
1 . أوجد رواسب الدوال الثالية: 


2ع 


عم ل سرج 
مر م وان 
7 #- سا0 
(22+2+ 22)ثج ا 
2. احسب التكامل: ---- أب 
(22+2-+22)22 
3. اشب التكاملات الحقزفية“إلثالية: 
46 03 د 1 1 
5 - +30 1ع 
1 1 5 1 5 
سم 1 ١‏ 6 5 
ا ]| ىر 4 
كعمد تر[ 7 د 10 + 
5 ع 
بس 0 الت 
. 1 


التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
الفصل الخامس 
التطبيقات المطابقة (المحافظة) 
عابأممهلة افمر لم6 
التطبيق المطابق: 
بغرزض (ع)ر -مد. ؤ+ع - ع حيث ,+ - (2)/ 
دالة تحليلية في المسنوي 2 إلى المستوي 7 معرفب على منطقة ,ا 
ويأخذ قيمة من منطقة ,2 نلاحظ أن كلاً من قسميه الحقيقي وإلوهمي 
عب دالة ذيرير لأو عر إذا كان “لمم ع) أي: 
(نز )د د با ٠‏ (لامجالة- 17 

وهما معادلتان لهذا التطبيق يربطان المستويين “ و 7 
إذا قابل كل نقطة من المسئوي ”7 نقطة وأحدة فقط من المستوي بز 
نسمي هذا التطبيق تقابل (غامر ومتباين). 
وكما نعلم إن هذا التطبيق يحول بشكل عام منطقة مغلقة من المستوي 
إلى منطقة مغلقة من المستوي 7 فإذا كانت ,,ي مساحة المنطقة 
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الفصل الكامسر التطبيقات المطابقة 
في المستوي + وبالرمز ,مك مساحة المنطقة في المستوي /! المقابلة 
وإذا كان لكل من »,م مشتقات جزئية مستمرة لأن الدالة (م)ر تحليلية 


5 الات 90 
ها 3 : 
4 0 مد زا 
041 ل 
5 82]_اقبعة 
نت مت( إركين 
0 07 
ٍ مه يق 
ريم انق لل أابه)_ به 2 |2 
مه )21-2 ا 
*2 


إن للمحدد السابق هو يعقوبي التطبيق وعندما تستطيع حل المعادلتين: 
ف كيك 


بالئسية لدرير أي: «بعبر دير : (بد ديع 


نحصل على ما يسمى بالتطبيق العكسي.أو مقلوب ()”ر- //.وإذا كانت 
المشتقات الجزئية ل و , بالنسبة ل,.,,» مستمرة فإن يعقوبي التحويل 
(2)/ + 1 ويعقوبي التحويل المعاكس يرتبطان بالعلاقة: 


نتاة (ريعاة 


0 
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التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
ل 5-07 0 59000 
فإذا كان هذا اليعقوبي 0 غير معدوم أي (ج)”ر من كان التطبيق 
غير شاذ نسمي النقاط التي ينعدم عندها ()"/ بالنقاط الحرجة. 


ا 
بفرض (2)ر - / تطبيقأ (تقابلاً) موضعياً وكان ,1.5 منحنيان في 
المستري #2 الزاوية بينهما ,, وصورتيهما ,"7”,,1 في المستوي 1 
وكانت الزاوية بينهما » أيضأ (2)/ - 1 تطبيقا مطابقاً (محافظاً) 
نظرية: 

إذا كان (ج)/ر- ‏ تطيلية هو ومشتقه 2(0/ في المنطقة م من 
المستوي المركب فهو تطبيق مطابق. 


البرهان: تعلم أن: ‏ (رم - شل روز 


ا 


كما 


ولهذا فإن: إلمة)ثمي| 


كاد نار 
07 


(وة) "ل ماله نه موز[ 
5 0 


(1)2/ همه لم - #) وملا - لملا #ايعمة جرينا 
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نلاحظ من الشكل على المنحنيين ,1*,1: 


(م2) ”يانه > ,0 - ره 


على ,كير”1 (,2) "ريد - ب0حيه 


3 
11 
0 8 
02 
81 
17 

6 : 

نا 

6 0 


ومنه: كاسنا 
0-0 - يم- رم حم 


أي التطبيق يحافظ على الزوايا فهو مطابق. 
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ا 
1 
٠‏ 
١‏ 
1 
ا 


التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
بعض التحويلات العامة (التطبيقات المطابقة): 
1 تطبيق الانسجاب: هو التطبيق المعرف كما يلي: 
جد “امم ج برذ جما - 27 

كوم ممه )دما 
نلاحظ أن هذا التطبيق هو تطبيق مطايق حسب النظرية السابقة فهو 
تحليلية لأنه كثير حدود من الدرجة الأولى ومشتقه لا ينعدم؛ و لهذا فإن 
الأشكال الناتجة بالسحاب هي أشكال متشابهة. 
2 . تطبيق الدؤران: يعرف هذا التطبيق كما يلي: 

ع "لاود زورب ازجاع 
أيضاً هذا التطبيق هو تطبيق مطابق والأشكال الناتجة عنه تدور بزلوية ,6 (عكس 
عقارب الساعة) وعندما 0> ,6 يتم ذلك وفق عقارب الساعة. 
3 .. تطبيق التحاكي: وهو التطبيق التالي: م -(©)ر> #اجداع 
الأشكال الثاتجة عدن هذا التطبييق المنطابقة هي أشكال متحاكية 
(متشابهة) وبالاتجاء المباشر ل غندما 1< وعكس ذلك عندما 1>-+. 
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4. التطبيق العفوس: 20 1 ()/ج + وهو أيضاً تطبيق مطابق. 
8 
5 التطبيق الخطي: م +مه -()ر - ”1< 2 


ونلاحظ أنه باختيار مناسب ل4, نحصل على هذا التطبيق من تحاك وانسحاب. 


8 عد دنه لدت 
6 التطبيق ثنائي الخطية: َ 


+ 


)جاع 


بشرط 0»*ترر-6» وهذا التطبيق أيضاً مطابق وهو يمثل كل 
التطبيقات السابقة باختيار مناسب للثوابت. 
7. تطبيق نصف: المستوي العلوئ .على دائرة الوحدة. 
يعرف هذا التطبيق كما بلي: ته )ره مجع 

2 
انلاحظ في هذا التطبيق أن النقاط الواقعة فوق محور ألسينات تقال بنقاط داخلية 
في دائزة الوحدة أما النقاط الواقعة على محور السينات فصورها تقع على محيط 
هذه الدائرة. 
اللبريهان على ذلك يكفي أن نبرهن: ‏ 7|>1| و من أجل النقاط 


الواقعة فوق محور السينات |/|-1١‏ .و من أجل النقاط الواقعة على 


محور السيناتث: 
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التحليل الرياضي / 3 / إلباب الأول 
ملحوظة: إن المضبلعات الضبغيرة تقابل بمضلعات مشابهة لها أما 


المضلعات الكبيرة فلا تنطبق عليها هذه الخاصة والتطبيق الأخير يوضح 


ذلك. 
1 
مام 
5 0 .. 2 37 
8 
جار 0 8امه 
4 


إتطلبيق نمل المتتشري الحلوي على ,قر ص حائرة الوتجدة 
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إلفصل الخامس. التطبيقات المطابقة 
بعض التطبيقات الخاصة: 

1 . تطبيق قطاع من مستوي زاويته الرأسية > على نصف المستوي 
العلوي: “2 - زمار لجاع 

٠2‏ تطبيق شوارتز . كرستوفل: 


بفرض ,اه يرز مضلع في المستوي 17 زواياه الداخلية رهج يمره ويحد 
منطقة 5 . 


النفرض أيضاً أن النقاط ...10 ...,1,,10 تمثل أشعة في المستوي 7 وهي 
تقايل النقاط ...»د.ويكد,.,3 الواقعة على المحور الحقيقي في المستوي يد . 

إن هذا التطبيق الذي يطبق ذلك المضلع على النصف العلوي من 
المستوي 2 يحقق مايلي: 


ا 2 2 


ردم ا 


حيث ,ا ثوابت. 


ْ 


التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 


35 لده يه انم 


يلزم أن نلاحظ مايلي : 


1 - يمكن اختيار أي ثلاث نقاط من :.,:.,,ك,.د كما نريد. 


2 إن الثابثين 8,4 يحددان حجم وموضع واتجاه المضلع ...10/0 ..,,1 ٠14,‏ 
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3. من المفيد اختيار إحدى النقاط ..,د.,,د,.:< في اللانهاية ولتكن ,؛د 


عندها يحذف العامل ' #(,»-:) من العلاقتين و 

4. المضلع المفتوح غير المنتهي يمكن اعتباره كنهاية لمضلع مغلق. 
البرهان على علاقة تطبيق شوارتز . كرستوفل. 

لأجل هذا يلزم التطبيق الحاصل من العلاقة: 


مسرييلم سرع 4 


يطبق مضلع معطئ' في المنتتوتي © على داخل المحور الحقيقي من 
المستوي بز (أضلاع المضلع). من العلاقة ب نجلاء 


05 جرد موه[ اسك )جه يس ديه ميم 
7 


)3 عسل 16 

3 

عندما تتحرك ‏ على مه من بسار * على يمين ,« عندها تتحرك ”7 
على المضلع (على ضلع المضلع) باتجاه. ,17 وعندما ثعبر 2,, من 
اليسار إلى اليمين فإن. (:د- 2)هد- 0 تتغير من > إلى , بينما كل 
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التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
الحدود الأخرى (,-).........(,:: 2) ثبقى ثابتة وبهذا نجد أن مك عه 


يزداد بالرمز >[ ٍ 0-4 0 8 أي بالرمز - ,» ويحدث 


نفس التغير بالنسبة لبقية العوامل عند المرور عبر ...:د.,بد..:: [يعكس 
اتجاه عقارب الساعة (وذلك على المضلع)]. 


5 - .برهن أن مجموع العوامل الواردة في تطبيقات كرستوفل . شوارتز: 
3 و2 2 
الع م 
من أجل أي مضلع مغلق تساوي 2- . 


إن مجموع الزوايا الخارجية لأي مضلع مغلق يساوي +2 ربالتالي: 


27 - (يه- )+ ...+(يه -ع) +( -ع) 


6 لتفيض في تطبيق شوارتز . كرستوفل أن 5 - ,,د عندها من العلاقة: 


ست 11 01 ط 
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1 
/ 
١ 
ا‎ 
1 


القصل الخامم, اا 
لفون (ك#ازي مار حرفا وكيك 
7 
0 


ا 


0 


تطبيق شوارتز .كرستوفل 


وبإخراج ,»د من العامل الأخير خارج قوس نجد: 


3 يدم ل “ري د كه 


ا 


١ 
ا‎ 
١ 
١ 
ا‎ 
ّ 


التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
* “عدم .ا “دمت 


7 معد روجع 


بع 0 ممم 
«مسع تع (قاد )4 


[ لعي #لمع 
2 2 
متو جد دوم 
مد إلج 1د وده 


0 مج ود ومع 


سس اا ا 
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تمارين محلولة 
15 هنأو 
1 .ليكن # المستطيل المعين في المستوي ب بالشكل: 
ادير 2 0دبردء» 
أوجد النطاق 8 المقابل ل4 وفق التطبيقات التالية: 


1 /1-2+ مح بر 


2 هم 8-2 ٌ 


3 اجاج تك ولح يلا 


0 


برشي لمعه (2-مر) + اج - لز 
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التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 


2 دم د 0ب ريا برجن دم 


1- دن ودام بريود بيج 2 دع 


5-1 0 
2. نكتب : كع 2مس جيه رالا 
زرح هازع تسعد 
ترج ير د بو رودن 


باع باج 0دعير سد بورج دير 


ا 
إ 
ا 
ا 


2ع--م 2 در , 4د ربيوج 2دع 


إن المقدار العسمدك “4 2 - بر 


عدن 
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الفصل الخامسر التطبيقات المطابقة 
نلاحظ أن: ‏ 2-برجم»سر اجر رده 


00 كي 


+-2[ 


اعسه (3د لاجد 
[ادسن 


2 . عين المنطقة المقابلة للمنطقة: 


اع برومراعبر 
22 بير 
وفق التطبيق: إن + بن) ح رم + بن > 7[ 


الحل: عوطة + ثرره ترد 


التحليل الرياضي / 3 / الياب الأول 


الو مر : 


ررب ”برح بع 


برف عي “روم واجدادع 


: 
ومنه ا و كذلك 2م 1 


#حدادبر 


8 
ومنه ١‏ 00 وكذلك 


22-1( 1)- #ع بج يرت 1ك برج كروي 


2-2 > (د- 2201 ديد 


3 . أوجد التطبيق ثنائي الذي ينقل النقاط: 
ع + تكب 7-0 
إلى النقاط: وعد ,1 :17 نس ا( على الترتيب. 


الخل: لخقك بير 
5 +22 


م0 
+(7)0 * 


8 جم فد هجوف :7 
كدشسد فق 
01ج 0 


وبحل جملة المعادلات السابقة نجد أحذ المجاهيل اختياري وليكن > 


عندها نجد: واعدر , هدق به 


التحليل الرياضي / 3 / الباب الأول 
الِحل: النقطة الثابتة تحقق جع 


22-5 - يه ةج 


0عموج م2 دع 
6- 4-20 دم 
1+2 د يه 2 


النقاط الثابتة هي ,2,يت ٠‏ 
5. ليكن 7 منحنياً في المستوي 7 معطى بشكل وسيطي 
)1 - زم حير 
برهن أن هذا المتحني يمكن أن يطبق على محور السينات وفق 
التطبيق: ‏ 0011/00 ير حابر 
لنفرض مو +ع - م و ددا 
عندها نجد: ‏ (م+ )ي/ا+ (ط بار د رااار 
من أجل محور السينات 0-« 


المؤقد 
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ا 
ا 
١‏ 
ا 
ا 
ا 
١‏ 


00+ (0 زر - جتجمر 


أي: ااه 


وهي تمثل معادلة المنحني 1 


2 


:2 اقطعأ ناقصاً في المستوي 2 عندها 


هتاك تطبيق يطبق هذا القطع على محور السينات وهذا التطبيق هو: 
التمثيل الوسيطي للقطع هو 6005/1 ٠  <-‏ لساكؤدر 


إذأ التطبيق المطلوب. ممقك ط+سوم + - 2 , 
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التحليل الرياضي / 3 // الياب الأول 
تمارين (5) 


1 . ليكن لدينا المثلث ى في المستوي < المعين بالأشعة #+1,غ-1,ة 
أوجد صورته ,ى وفق التطبيقات. 
41 +2-ه تاهو سا كر اتج ك,# بر زتتججمةد/ر 


2" أوجّدصورة آلمثلث السابق الذكر في المسألة السابقة وفق 
التطبيقا: 


1د رو 2(-2)+ جاع يوا م نهنا 
3- بين أن التطبيق: ‏ *واي+ #مو جع 

حيث + حقيقي ينقل داخل الدائرة 1-|أ إلى خارج قطع ناقص. 

4 . عين صورة المستقيم 1-مر + في المستوي 2 وفق التطبيقات. 
[ © يديب 


5. أوجد التطبيق الخطي (ثنائي الخطية) الذي يقابل النقاط: 


بالنقاط: م | 325 | كا 
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الفصل الخامس 


التطبيقات المطابقة. 


التحليل الرياضي/ 3 / الباب الثاني 


6- نشر الدوال وسلسلة وتكامل فورييه 


7- الذوال الخاصة 


8- تحويلات: لابلامن: و:تطبيقاتها 


سس سس صم ص و .سس سج ا 
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الفصل السادس, انشر الدوال وسلسلة وتكامل فورييه 


التحليل الرياضي/ 1/3 الباب الثاني 


الفصل السادس 
نشر الدوال وسلسلة وتكامل فوربيه 
وعا7ء 3 "110171 10 جل 7معع0 #مأكانه دحا ونامتك 111 
لعا 14 


مقدمة: 
واجه العلماء نتيجة أبحائهم ضرورة نشر بعض التوابع التي لا تحقق هذه 
الشروط وخاصة في مجالاث الهندسة بفروعها المختلفة ولقد استطاع 
العالم الفرنسي جوزيف قورييه (1768 . 1830) وذلك عند دراسة مسألة 
انتقال الحرارة تمثيل بعض من هذه التوابع (محققة نشروط خاصة 
سنعرفها لاحقأً) وفق سلسلة دوال بسيطة متلثيه. وجدنا من خلال دراستنا 
للتحليل الرياضي أنه يمكن نشر الدوال وفق سنسلة تايلور (أو ماك 
لوران) وذلك ضمن شروط خاصة (متعلقة بالاستمرار والاشتقاق) تحققها 
الدوال ومشتقاتها . 

تعزيف .1: نقول عن دالة ()/. معرفة على الفترة ]2,6[ إنها ملساء إذا 
كانت مستمرة هي ومشتقتها 2)/ على الفترة ]6,+[ أما إذا كانث 
(0)/ معرفة على فترة ]1,8[ يمكن تقسيمها إلى عدد منته من الفترات 
بحيث تكون 2)/ ملساء على كل فترة عندها فإن (+)/ر تسمى ملساء 
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الفصل السادس _- نشر الدوال وسلسلة وتكامل فوربيه 


ملحوظة 1: 

نسمي النقطة ,م شاذة على منحي دالة (ب)"رتلك النقطة التي لا يكون 
فيها المشتق الأول موجوداً أو أن الدالة تكون فيها غير معرفة وهناك 
أنواع كثيرة للنقاط الشاذة نذكر منها النقاط المضاعفة والمنعزلة ونقاط 
الترإجع (يمكن التعرف على هذه النقاط من أي كتاب في التحليل 
الرياضبي ورسم الدوال). 

تعريف 2: 

تكنون الاالة (نن/ دورية إذا حققت الث 05 
62م (س+ع)” - (#حيث 7 عدد حقيقي. 

تعريف 3: 

نقول عن دالة ()7 أنها تحقق شروط دير يخليه إذا تحقق مايلي: 
1نم معرف على القترة : 0<م , 27جع >> 

2. 7 ,)”8) مستمران جزئياً على ]/2+ه -[ 

3 (6+1)21*/ - (6)) حيث م عدد صحيح. 


خطوط بيائية لتوابع مستمرة ومستمرة جزئياً. 
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ا 
: 
ا 
| 
/ 
ا 
1 


التحليل الرياض 


دالة ملساء جزئياً ومستمرة 


8. 


3 مط 22 
دالة ملساء مستمرة 
لقد زعم فورييه أن الدالة المحقفة لشروط دير يخليه تمثل وفق السلسلة: 
(-2) د 
حيث /0+2 > د >ن (قد توجد نقاط اتقطاع) . وأن الثوابت مه ,ره ,3 
تعطى بالعلاقات: 


د 


7 
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الفصل السادس. نشر الدوال وسلسلة وتكامل فورييه 
5 
:0" ]| جه 


ّ 
0 اعد 3 ممه وا" 1د يه 
0 


بها 


0 | أيه 
5 ا 


وما في نقاط الانقطاع فيمكن أن يعرف )7 كمايلي: 

)سوه ما 
حيث :د نقطة الانقطاع (من النوع الأول) والمقصود 0+< أي السعي إلى 
دمن ناحية اليمين و 0- السعي لم من ناحية اليسار وفي المسائل 
نختار الثابث © بحيث تنطبق حدود التكامل في العلاقات (22) على 
بداية ونهاية الفترة (فثرة الدور). 
إثبات أدعاء فورييه: 


لنكامل العلاقة (1.1) على فترة الدور /2 -7: 


000 3 
| )مره / ليت إكعهمر 


وبماتخطة' أن اتر3إكن مآ ليه و وو هر 2ب 7 نجد أننا 
7 
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التحليل الرياضي/ 3 / الباب الثاني 
نكاملها ضمن مضاعفات الدور /2 وبالتالي: 


5-3 2 2 
0 ممع ا عمد ووم .4 


10 


الكام|ا 


3 
ومنهة ونا 6-1 
كذلك لنضرب العلاقة (2.1) ب« 25ومم ثم نكامل على فترة الدور فنجد: 


له 


مككوم | هذ م ممم [ 

0 7 27 7 

"امن مك بوي بور ست مه جك سا" 5 + 
0 ل 0-7 الت 


نلاحظ أن: 20 ل مه 


لأنه تكامل دألة مثلثية على مضاعفات الدور: 


5 


ل 
1 24-7 


- علم اه 7( ممق عزو + ماستق] إٍ 2 
5 


5 0 
عسك د - مامد رم وم ماده [لآت 


الس إب)ب؟©؟؟ٍب سس سبي 
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/ 
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الفصل السادس نشر الدوال وسلسلة وتكامل فوربيه 


لأن كل منهما تكامل دالة دورية على مضاعفات الدور ويساوي الصفر. 


مره هعم | ره 
1 0-7 


- ال-2 2 
حر - سامت | لكا عرزي .5 ست ] | .* 
0 ا + عل ل( + ا و 3 


التكامل الأول معدوم لأنه تكامل دالة دورية على فترة مضاعفات الدور 
أما التكامل الثاني فهو كذلك إلا عندما «-« عندها يصبح مساويا ل: 


5 
أرم- راد عازن )دمت | 0 


7 
ومنه: - علد دده وم لكيه 


أي: و عوضاة ديه 
وهي العلاقة المطلوبة ».و بنفس الطريقة لو ضربنا العلاقة (2-1) 


مد ثم كررنا ماسبق تحصل على: ع عم ! 


04 


5-0 


ملحوظة 2:. نسمي الثوابت المحسوبة في العلاقات (22) بثوابت أولر [ 
وفيها ...2,3 عبر 


التحليل الرياضي/ 3 / الباب الثاني 
مثال (1): 


59 5 5 5 |>2>م اه« 
انشر الدالة الدورية *)7) المعرف كمايلي: 12 ظً )2 


حسب سلسلة فورييه. 

الحل:. إن المقصود بالسؤال هو التالي: 

1 . التحقق من شروط دير يخليه. 

2 الرسسم. 

3 . تعيين الثوابت م04 ,,ه .,ث. 

الدالة 76 ومشتفتها مستمرتان جَزئِياً على فترة الدور 7-2 ولأن الدالة 
دورية فرضاً لهذا فإن (6)/ تحفق شروط دير يخليه ويمكن نشره وفق 


قورييه كمايلي: 6 07 رجو عترم 


- وم 


الأ مدايد منة ١د‏ نا 
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الفصل السادس نشر الدوال وسلسلة وتكامل فوربيه 


33 1 


وز حهد] - هوم[ 


1 
1 


5 5 
ع 000 / ع 


0000-١‏ 0 ره 
ا 4 


0 /” 1 ١ 
كه لا‎ ])-1(' 3 


و 0 
2 إديه 


4-2-1 حك 
00 


1 5-5 
ل 3 / - عفد 0 «ك وام ا ١‏ .د 


3 1 
علس لضن | + عر فر ]| - 
اافطاة التس1 . 


عط 402 سدح 
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عدم موه سك د بك - عم 105 بزع 
3 1 


درج 008 | 6 
)7 


| 778 005 - 
| م ره 
00 


ولا تصير 


* + 


وبذلك نجد: ‏ مم جم [1- ”(1-) 1 
0 
رت 
7 اوه 
عم رزو لاع ير 


ملحوظة 3: إن شروط دير يخليه هي شروط كافية للنشر وغير لازمة. 
حالة خاصة: عندما يكون دور الدالة م2 -7 يصبح شكل سلسلة فورييه 


كما يلي: ع ارط تجوت 


3 
7-5 
60-9 


مده 


37 -_ / 2 


309 


] 7000 
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الفصل للسادس _نشر الدوال وسلسلة وتكامل فورييه 


مثال:2: انشر الدالة الدورية +)7) المعرف كمايلي: 


#> >0 1- 
225 
ا و م6 


وارسم الدالة على الفترة (3يمة-): 
الخل: نلاحظ أن.الدالة دورية فرضاً ذوره ,7-2 وهو ثابت على مجال 
ولهذا فهو ومشتقه مستمران جزئياً فالدالة تحقق شروط دير يخليه لهذا 
يمكن نشرها وفق فوربيه كما يلي: 
2100000 الا +20 - ور 
5 0( 5-5 
إسو] 200 دهم يه 
1 
5-8 


مك -[م- جم)جعم 
7 


“عدم 


1 
مجه دحت (د) 77 ا رجي 


: 1 
عسوم ] 1+ عاسسون - 1 - 
3 8 


ا ا 
للعصتكا + لسكا وبر ب 
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3 0 200+ 1 20-0 
0 


عم در “مل 
د | 7 


3 


3 5 
عاسم مقر 1 بس اكرات ل - 
2 2 


5 
ست سل - :] سين لمدبدية 
' 77 2 


202 
0 


- ست - نل جهرون) كد 
30 7 0 


0 
4- د جا- “ا ب درق 
777 - 


3 
عد لخادم 1 
20-1 


جعيمة أو اع2م عمجم 


سمس عع سس مسح حدس :ل ع سس سس سس ع لماح سح 
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الفصل السادس انشر الدوال وسلسلة وتكامل فورييه 


الدوال الفردية والدوال الزوجية ونشن فوريية: 
(ما يسمى النشر على تصف الدور) [«مذدمدي1 معدت ع[ /211] 
نسمي الدالة . ()/ المعرفة فترة متناظرة بالنسبة ل درم على دالة زوجية 


إذا حققت العلاقة : 


ونسميها دألة فردية إذا حقفت العلاقة: 
نوددهم رج لالم 17د و7 ادقع ل 


بعض بيانات دوال فردية أو زوجية 


2 - رار »همه -():/ حيث إن //,:/. دالتان زوجيثان 


3 


ولخ لدعدد عه 


3 
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التحليل للرياضى/ 3 1 


> لووط 


هناك دوال معرفة على مجال مثناظر غير فردية وغير زوجية مثل: 
عدج 1ج ثمرك و 


لكن كل دالة معرفة على مجال متناظر هي مجموع دالتين إحداهما 


)7 + و8 
3 


غرئية والأخر زركية م 19 )م 


نلاحظ أيضاً أنه إذا كانت الدالة 700 زوجية 


1 
0- ءءء ا 
ا 


أي أن سلسلة فوريه للدالة الزوجية لا تحوي خدودأ ب" برو 


كذلك بنفس الطريقة إذا كانت 700 دالة فردية 


1 5 
57 م0 0" [ حهوم] 
١ ,‏ 
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الفصل السادس. نشر الدوال وسلسلة وتكامل قورييه 
والسلسلة الناتجة (سلسلة فوربيه) لا تحوي حداً ثابتاً ولا حدود فيها 
ممت مما سبق يمكننا عمل الثالي: ليكن (0)” دالة ما معرفة على 
الفترة (/,0) عندها يمكئنا نشر هذه الدالة وفق سلسلة جيوب فقط أو وفق 
سلسلة جيوب تمام وفق الطريقة الآتية: 

ملاحظة 4: الدالة 00 قد لا تكون دورية. 

1.. النشر وفق سلسلة جيوب تمام: 

لنفرض أن () دألة ما غير دورية معرفة على الفترة (/,0) ولنفرض 
أننا نريد نشر وفق فوربيه بحيث إن السلسلة لا تحوي إلا حدوداً فيها 
جيوب تمام عندما نقوم بالعملية التالية: 


تند الدالة ,6 المعرفة على الفثرة ,ل بالشكل التالي: 
> >0 جم 


50-0 00-6 


عندها نجد أن الدالة )4 هي دالة زوجية وهي تحفق شروط فوريه 


فرضاً م دم 
>0 أو 26> 


(فيما إذا اعتمدنا أن دور الذالة7)8 هو ,>:<>0 .و بما أن 


6 - (ينمر/ على الفترة (0,7) لهذا يكون: 


216 


ا 
آ 
| 
ا 
1 
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روم بيت من 
2 


2 - النشر وفق سلسلة جيوب: 
لنفرض (70 دألة معرفة على 0,7) ونريد نشره وفق فوريه وهو غير 
دورية عندها نحدد هذه الدالة على الفترة 7,/-) كما يلي: 


14>ع>0-> ويم 
وادمم 
0 >> 1ه (ير)7- 


تلاحظ أن الدالة الجديدة (6,. هي دالة فردية. لهذا إذا اقترضنا أنها 
دورية ودورها 27 نجد أنه يمكن نشرها وفق فوريه (بفرض أن 2,60 
ومشتقتها مستمرتان جزئياً) وق سلسلة جيوب لأنها فردية وبالتالي. : 
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الفصل السادس 0 الدوال وسلسئة وتكامل فوربيه 
0 


م0 أو يعمد 
وبما أن (6)/ يطابق (),7 على الفترة (0: 7) عندها يكون: 
م معرطر - 2 
* ملحوظ 5: 
قي التوابع الزوجية يكون بيان الدالة متناظرة بالنسبة لمحور العينات أما 
في حالة التوابع القردية فإن البيان يكون متناظرأ بالنسبة للمبداً. 
مثال 3: ١‏ 


>6 
نشر الدالة ()5 المعرفة كما يلي: 2 عق7 
>> مور 
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نا 


30 


وفق سلسلة جيوب ثم وفق سلسلة جيوب تمام النشر وفق سلسلة جيوب 
لدينا الدالة 7:03 دالة دورية (نحن نريده هكذا) دوره +2 فربية ويحقق 
شروط دير يخليه لهذا يكون: .. +7 «اكر0 ,ل - 00 


ويالتالي: ا مم 
0 
7101 6 - متك 2 

* 7 


في التكامل الأول تفرض ها > :دو 4 ندم «زى - يك وفي التكلمل للثاني 
نفرض (/ه ردح و 4 م #راى - 4 ونكامل بالتجزئة فنجد: 
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الفصل السادس 


نعوض فنجد: 


لد 


7 2 
0- قاقر و 


7 


0 


نشر الدوال وسلسلة وتكامل غورييه 


500 


ا 


2 


>> أو 


ان 
جر - 7 - هام 


0> 
2 
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2 .من أجل إيجاد سلسلة جيوب التمام نمدد الدالة (6/ على الفترة 
411) كمايلي: 9 


م0 * 
0 


وم 
+ 
للقن 
7 م الى 4 مج600 
2 2 


عند ذلك تكون الدالة (6),. محققاً لشروط فوريه دوره 72 وهو زوجي 


ولهذا يكون: 0ك 10 
- 
١‏ 51 3 
هدس مم دوه 
1 


سسسب .و .ز.ابابدبب سس سس 
الؤلفون ؛ د.محمد نور شمه د. عازار الشايب د. شكربي أبو عرابي 221 


الفصل السادس انشر الدوال وسلسلة وتكامل فوربيه 


500 دم مدر 2 
ليا 9 


ع 1 
للسصمت 0 - »)| - رذ 1 0 3 
0 0 


قي التكامل الأول نفرض + - :« ومنه :2ك - يك 
عا 01772 عمد مده 
7 
وقي التكامل الثاني نفرض -:٠,‏ دع ومنه عه-- ين 


وعنه بق - وص عمو سه عور برق ل بر 
» 


)0 (ا-عرسوم) 1-1 
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5 
م0 أو م 


ب اس سس سي سبحب 
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القصل السادس انشر الدوال وسلسلة وتكامل فوربيه 
النشر العقدي لسلسلة فوريية: 

لقد وجدنا أن الدالة )7 المحقفة لشروط دير يخليه (الكافيه) يمكن 
تمثيلها وقق سلسلة فورييه كمايلي: 


مرق دم كلا رمن “ل 0ك 
1 7 ا 


0 2 


وذلك على فترة دور الدالة 2708 


إذا استخدمنا علاقات أولر الرابطة بين التوابع المثلثية و الأسية نجد: 


لك اسع 
لع 50 
ترتكييردم 
24 مض 
يكاب ركم 
عد تمر رهم 
- بر يمن 
3 2 


و#خرم 


شيع 


إذا استخدمنا الاضطلاحات التالية: 


00000 


2 
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)2-5( 


نجدة رمم 


- 
أي (6-م "ون لاكومما 

وهو نشر فوريه العقدي. 

حتى يتم النشر يلزم تعيين ,6 نلاحظ من علاقات تعريف رن ,© ,© 
11 اتبيه 


5 - 
أن:- مس مووزنم | 114 6 
أن: - مامد مم0 دا إ ا 22 


قمر 
عسوم / 0 
553 

تت 1 وم |0 2 


م 7 3 5 


إن العلاقات (25) تسمح بالانتقال من اللشر الحقيقي إلى النشر العقدي 
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الفصل السادس نشر الدوال وسلسلة وتكامل قورييه 


يمكنتا الانتقال أيضاً من النشر العقدي إلى الحفيقي بملاحظة أن: 
20 < يه 
20-9 ,© +0 د ره 
(هب - ,)1 - رذ 


مثا 4: أوجد نشر فوريه العفدي للدالة :7)6) المعرفة كمايلي: 


سكف | زكر 
1 67 


حيث (2+)” - 80 


الحل : نلاحظ أن الدالة 700 دورية دورها 2 - 27 - 7 كذلك الدالة 
ومشتفتها مستمرتان على فترة الدورة لهذا يمكن نشره وفق نشر فوريه 
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1+2 أو 1م06 


6 


00000 
عل م1 


1 

ساي كنا 4 دمو 5 
1-1 ا 

3 


ل( ساك عسدن)ه _ 


ول 
"ام 


ا 


عمادع"(1- 
ا 


عسة-1 


2 >1 أو >0 


لإيجاد النشر الحقيقي نستخدم العلاقات: 

و 2 عدوه 
ينه ب حيياة 
(م0 ب ,)ا حيزة 
(2)6-1 د ره 
30 


1# 1# 


24 


ليس بس يب يي يه بيج لح 
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القصل السادس انشر_الدوال وسلسلة وتكامل قورييه 


[عس تجي + اإ[م"زا ا 55 سمت 57 


عاج 


حتلم احزل,؟|.. (ي6- اد رة 


1 1 


الكت 


ثم +1 


1 


3 1 


' لوحت راسم - وم 
2 


1--ء”1 
برجا 


3ن« “أل ال >0 
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التحليل الرياضي/ 3 / الباب الثاني 
التحليل: التوافقي (عزدتراه سه 6زممه:م81): 

كما نعلم فإن الكثير من الظواهر الفيزيائية تمثل وفق توابع دورية ومثل 
هذه التوابع كما رأينا يمكن تمثيلها بسلسلة فوريه ومن جهة أخرى يمكن 
التعبير عن التوابع الدورية بدلالة اهتزازات مختلفة التواتر حيث تختلف 
هذه التواترات بأمثال صحيحة لتوائر إحداها مثل هذا التمثيل الأخير 
يسمى تحليلاً توافقياً للدالة الدورية سنرى أن هناك توافق بين التحليل 
التوافني وسلسلة فوريه » و يسمى التمثيل الآتي للدالة (:)” بالتمثيل 
التوافقي: (2-9) رق - تسمه )ديف د" جيف - )1 


حيث نسمي (- )وه ,ا التوفيقة الأولى وسعتها ,4 بالتعريف وفرق 
طورها ,لو وكذلك (يثه- *2)عمع را التوفيقة الثاتية ومسعتها ب)4 وفرق 


طورها يه وهكذا... 
سنرى الآن كيف يمكن الانتفال من التحليل التوافقي إلى سلسلة فوريه 


والعكصس. ‏ [, ف «نكمهججملى + ل ومنامم سمت ] 00 وك - )7 


ل 00 
32 


فإذا افترضنا أن: 5 ده ,#سمراء كيه , اانكزا - رذ 


عن سحت سح ويه سمهي سسب سمي سدع وب وتسم سس مسح ادم عي يمحس سس عسو 
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ا 
ا 


الفصل السادس 5 نشر الدوال وسلسئة وتكامل فوربيه 
عندها نجد: ل ان 
وهر نشر فوريه الذي نعلمه. 
وبالعكس يمكن الحصول من نشر فوريه على التحليل التوافقي باستخدام 
العلاقات: ‏ ,2,/-م , امد 4 07+ ول -,ه 

2 
ويشكل عام نسمي للم - :202) 008 ,رام التوفيقة النوتية سعتها ,1 وفرق 
طورها ,م وتواترها ‏ حيث 7 الدور ويد متحول الزمن. 
مثال .5: حل توافقيأ الدالة الدورية تمر- 6 ذي الدور جد على الفثرة 
(02) وارسمه على القترة (3يج-). 


الحل : يمكن تشر الدالة ذات الدور 2 -20 وفق فوريه : 


بك - سعد "د 1 - يه 
7 21 


3 7 
0] 
0 


ومنه: سا كد # برعم 
7 
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ا 
ا 
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وحسب علاقات التحويل إلى التحليل التوافقي نجد: 


دي 


)م - :مل - ,4 


3 
عع كه / . 
5 


2 


29 


مياق ا 6 4 


(, - نتاي )مرا و جراد د غير 


فالاهتزاز الأساسي (4- )دمن ,4 سعته ,4 وفرق طوره ب وتردده 2 


أما التوفيقة النونية فهسي (,4-:)5,/, سعتها ,4 وفرق طورها ,لي 
لذن 


5 7 
رددها 24. 
ليث 


سييس تابس يسيب - هه يي سي م 
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الفصل السادس نشر الدوال وسلسلة وتكامل فورييه 
العمليات على سلاسل فوريه: 
بفرض )0)(,7 دالتان لهما نشرا فوريه التالي على نفس الفترة. 


5-5 كر اد 3 000 : 2 -)8 
2 


2 5 
عش رطان ارج برح وم 
وريد افيف 


3 - - هات 


عندها يمكن نشر الدالة ()7)(::0 وفق السلسلة. 


1 - - و6 )8 


0 «كي جب حك و00 


حيث تعطى التوابت الجديدة م4, ,4 ,8 كما يلي: 
بلع رطحؤه) ‏ ويه “براك و2 وه - وا 

كذلك الأمر عندما نضرب الدالة. )5 بثابت ما + عندها سلسلة الدالة 

الناتجة تضرب فيها الثوايت الأصلية 

الدالتين © ,)6) يمكن ضرب هاتين الدالتين واستنتاج سلسلة الجداء. 

اتجمل المتعامدة (عا*ى له«رميههط071): 

تعريف4 : نقول عن دالنين (60,/! ,)يا معرفتين على الفتزة [8 ,ه] 
5 والمحققين للعلاقة: 0 رامو ما 


تيل ضمن شرو ع1 


إنهما متغامدتان على الفثرة [ل إ]» لتكنالذينا مجموحة الدوال: 


تتا ا ايك 
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(قملها ٠...‏ ,كق ونا ,كة) زييا 

معرفة على [ ,] والتي تقبل هي ومربعاتها المكاملة على [5 ,©]. 

(أي أنها كمولة تربيعياً) إذا حفقت هذه الدوال: 


عم 0 0 
]0 
دم شر ا 


نقول إنها متعامدة على [4:8] 

ملاحظة. 6: هناك دوال كمولة وليست كمولة تربيعياً مثل الدالة 
0 على الفترة (01). وفي الحالة الخاصة في حالة التعامدة 
عندما يكون 1- ,نر نقول عن التعامد أنه نظامي. 

ملاجظة:.7: يمكن الحصول على التعامد النظامي من التعامد بشكل عام 
بقسمه كل دالة يس على ,, أي أنه إذا كانت جملة التوابع 
(<) _ا....(عد) يا متعاء ة عل الفققرة (8) فإن الجملة 
)...2000 متعامدة نظامياً أيضاً. 
0 7 


مثال 6:إن الجملة 6د«»اك.جد:1,©0) متعامدة على الفترة (ج,ج) لأن: 


20 عنس مله ا 3 0 4 2 - مال 


الل سس 
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الفصل السادس .__نشر_الدوال وسلسلة وتكامل فورييه 


+ - عليه «اكعة ملق | - ملس عمنكج دم 


عة سدق 


0ع عار كملاتدو م + بسليداة 5171 :11 5177 
عندماً ورم 
ملاحظة  :8‏ الجملة المثلثية التالية : ع علد 1 ا 
ال 
متعامدة نظامياً. 
سلسلة فوريه والجمل المتعامدة: 
تعريف 5: 
نعرف سلسلة قوريه للدالة» 1760 وفق الجملة المتعامدة <) لار....(ة) ر/ا 
على الفتزة ]د ,ه[ كمايلي: ..(20) يرا .+ (ن<) ير + (د) ,رايت - (م)7 
6-10 مس 


حيث يمكن تعيبن الثوابت ,© وفق العلاقة: 


لنضرب العلاقة (10-2) ب(/),/ ولنكامل على الفترة ]د,ه[ 
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1 
1 
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)ا م 000 

في الطرف الثاني عندما ع« بما أن الجملة متعامدة فإن التكاملات 

تكون معدومة وبالثالي: 00000 3 0 


١ 
قا‎ 
صصح اشر يق‎ 


ومنه يتحقق المطلوب 36 
1/7 ا 
تكامل فوريه: 

بفرض (0 دالة معرفة على ]*+,»--1 ولها عدد محدد من نقاط 
الانقطاع من النوع الأول على كل فترة محدودة من )»,ده-[ 

وتقبل المكاملة بإطلاق على طول المجال 4ه,»-1 عندها يمكن نشر 
()” وفق فوريه في كل نقطة ,+ يقبل فيها 700 الاشتقاق أي: 


م #اكرط + 5 عمعره ل مشك دريام 


2 


يمكننا أن نبدل عن 7ه ,2 ,8 وفق علاقات أولر فنجد: 


2 5 
ا ل ل ان 0 
314 / 


سس ل يي سس ب سس 
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5 نشر الدوال وسلسلة وتكامل فوربيه 
5 م1 
مح سم ع دده ]+ 
ستياه 00 
عرمد )7 10060[ بق + سفرما” | رج 0م50 


لاجآ رلا 


0 1 
زر بعس وه “لله 1 دضع [ 700 
2 : 
عندملاً هج : تجد أن: مجد عه | 
لآن (قياسة) محدود وعد 


ا 
كذلك: + عل لمعا - )عم )1 1 افرح 
ل 


50 ل سه 
5 
إل ستيه 
1 
أي بشكل 'خر: 


١ 
2)(- ِ سل - حاسمته) ]| 0ه[‎ )2-11( 
ف‎ 
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التحليل الرياضي/ 3 / الباب الثاني 
ملاحظة. 9:: إن النهايات السابقة تعتمد على إثبات مبرهنة ريمن في 
الفترات غير المنتهية وعلى أن + - +385 ل 
مبرهنة: بفرض 5 دالة لها عدد محدود من نقاط الانقطاع من النوع 
الأول على كل فترة محدودة من الفثرة (> » د-) عندها في كل نقطة ب 
يقبل فيها (:/7 المفاضلة يكون: 
رونم ما( عدت 0 -76 
نسمي التكامل الأخير بتكامل فوربيه للدالة 56, » حيث استبدلنا في 
(2.11) كل >>« و دهم يمكن إعادة صياغة تكامل فوربيه 
السايق إذا فككنا (د-6): 05© فنجد : 


انك [عتلة 1 (0ة) ادنوه 000 -80 
0 


اك ادنك [ 4 - (بم 


وهذة العلاقات صحيحة (كما في نشر فوربيه) ضمن شروط كافية ليست 
لازمة. 
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الفصل السادس نشر الدوال وسلسلة وتكامل فورييه 


الشكل العقدي لتكامل فوريه: ‏ [مجييه انا جمدم ر «مرعه امم 
في تكامل قوريه كان لدينا العبارة ‏ >م: 317 (,) ١‏ + عم 5م0 (ب)ه > 1 


"1 بن + “ام زبو)ن سق 


سالك رب 
(اشجلاه_ بي 
2 


582 


يمكننا حساب (,0)) فتجد: . (2-13) “م رامل ووه 
1 
تبدل في عبارة تكامل فوريه: ‏ به ملع (بواط جسسسمت رمام ]ل - وناع 
َ 
افنجد: بد ريمت -7)0 


ل ريو 2 ٍِ_- 
.2 


وبفرض'أن* ا 100 
تود مادج مك "رم رأ لت وام 
2 


وهو الشكل العقدي لتكامل فوريه. 
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التحليل الرياضي/ 3./ الباب الثاني 
تكامل فوريه للتوابع. الفردية والتوابع: الزوجية: 
بسهولة نرى أنه في حالة التوابع الفردية فإن 0-(4)6 أما 


4 الى ()" | شد غ1 
: 


ددا 8 


8 
7 


وفي خانة التوابع الزوجية فإن 0- مم وأما ,ل »عم©0)” ل 


زناه 


مثال (7): 
أوجد تكامل فوريه للدالة 7/7 المعرف كمايلي: 


#لتساومت 0-0 - 0م 
0 
0 م تمه 
نا 


6 21 
ند م - مفااست | 005 
* 71 


الل سس سس 
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الفصل السادس نشر الدوال وسلسلة وتكامل قورييه 


ا 


2ه 
1> ع1 
اعانات سمت “2 05 
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تلاحظ من أجل 0حبد أي 1 -(0) بدوق© أي ١‏ اك 


وا 
أ 
تحويل فوريه وعلاقته بتحويل: لإبلاسن: 


بالتعريف نسمي به”* 00 بتحويل فوريه للدالة 7/4 ونرمز لها 
بر أي: 3 | مار 
وأما (/7 فيدعى بتحويل قوريه المعاكس ل(:76. 


ايل ا احد و در 
00> 


حيث ريم دالة للمتحول 4, عندها نجد أن تحويل فوريه للدالة 7/0 
يكتب: اه" ”0ل - (00 حيث استبدلنا في تحويل 
3 
فوزيه برب و عدب ا 6 - رمم 
3 


ال 2 
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. متحول عفدي فسمه الحقيقي : موجب نجد: 


()0] م1 - )م م 50 
0 


أي أن تحويل فوريه للدالة )7 هو نفسه تحويل لابلاس لدالة ()م 
(ملاحظة إن تحويل لابلاس لدالة ما يي معرفة من أجل 0</ 
بالتعريف هر #ددم)م”ء ]| - 000 


مثال (8): اعتماداً على تكامل فوريه برهن على صحة مايلي: 


6 ع 
2 0 


لندرس الدالة -م-) فتجد: في عيارة تكامل فوريه نستبدل: م 


+ (76 فنجد: لسفعت “© [ بمفجذوةت [ مم 
0 2 


0 


5 
النحسب التكامل: فصن" 1-2 
0 
تحسب التكامل / بالتجزثة: ‏ دهة»ا5" م مسوم زر 
0 . 


بطمط راك ”© | د رآ 
0 


حت سم ع بج سس سس حا ص 
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٠ 
ْ 


الفصل السادس. نشر الدوال وسلسة وتكامل فوربيه 


تحسب التكامل , بالتجزئة ريه - بك "م رن - "ع 


دم 07000 


لون 530 0 
شيك و 01/1 


0 - نام مسد 
نبدل في علاقة / فتجد: صمي ايم كر 
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التحليل الرياضي/ 3 / ألباب الثاني 
النضل الساع 

الدوال الخاضة : عررونى 1 امن 6م 
إن الدوال الخاصة هي مجموعة من الدوال غير العادية التي تصادف 
في الكثير من التطبيقات الهندسية الكهربائية منها والميكانيكية على شكل 
تكاملات محددة لا يمكن حلها تقليدياً. 
سوف نطلع على بعض منها بالتفصيل والبعض الآخر بالإيجاز. 
تكامل أوثر من النوع:الأول. (الدالة بيتا): 
أطلق ليجاندر اسم تكامل أوزر من النوع الأول على التكامل الوسيطي 
التالي: عا نرج ])" 3 (طيه)8 
حيث إن هذا التكامل له معنى من أجل 0 < م ,0< 5 »ء وهذا التكامل 
هو تكامل وسيطي (ذو وسيطين) ومتحول واحد وهو تدعي بالدالة بيتا. 
ملاحظة 1: من أجل.0.-.0-ه نجد التكامل الشلا التالي: 

000 


76 


0ك 
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الفصل السابع الدوال الخاصه 
خواص الدالة (7)4,5: 
| . باستبدال +( بالمتحول بدنجد:   )2(‏ (,5)/ - (5 .86 


2- باستخدام المطابقة نجد: (دميهام سلجف رميمام 


جم 
وذلك لأن يي - عبر 
1 


' 
عو سو وسو لحظ_بوة تود ودمو] جد رهام 
5 1 


1 
(ارمم لحف رورم متف وميميمر 
ملاحظة:2: يمكن استخدام العلافة السابقة بشكل متتالٍ على شرط أن 
يبقى , < ث كذلك يمكن استنتاج العلاقة الثالية بسبب التناظر في / 
بالنسية ل5,4 و حيث 7< 0 ومنه «ا-مم لحك - رمي 
3- وإذا وضعنا 7 - 5 عدد طبيعي نجد بتطبيق العلاقة (2) مرات 
التتاليةة 0ك ...3 25 
89 ال 2 2 بي جه 


ب 


3 


وإذا حسبنا (,-)6 نجد: 


30006 (ليهام 


24 


ا ار 
وسثملياة بي اح | ا 1 


التحليل الرياضى/ 3 / الباب الثاني 


إنادم) 03 
ا 
رمم 
الس الل _ 
الل لاشو 


حيث 7 -/0 ودوماً ,7 أعداد صحيحة موجبة. 


4 : شكل آخر للدالة بيتا: ») 1 -(ط,ه)8 


4 


لنجري التغير التالي في عبارة (0,)// : 42-7 ,0 <عرده 


فنجد: جب2..-عه من أجل 0دبره 20م و درج ]عجر 


“زر + 
: 
امه 

#صرعل 9 م عار 


وهو الشكل الثاني للدالة (8,ه) ٠‏ 


5 -لنبدل في العبارة  )6(‏ 0-/ > 6 فتجد: «إم ]هلهم 


رك 
ومن خواص بعض التكاملات في الساحة العقدية ج 2 52-3 1 
حيث 1>م >0 أي: 0 ارما 

1 5 1 
وعندما 7-2-1-6 انجد: >1 
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1 
ْ 
0 
ا 


الفصل السابع. الدوال الخاصه 
تكامل أولز من النوع الثاني: 
أعطى ليجاندر التكامل التالي:   0(‏ #م"مل- مم1 


تسمية تكامل أولر من النوع الثاني أو بالدالة غاما » وهو تكامل وسيطي 
هام جداً في دراسة التحليل وتطبيقاته لندرس بعض خواصه. 


1 : لنبدل في العلاقة (7) 2-101 فتجد:ه عم جام مراع ب 0 دير 


0000 
) 1 «)--مم 
000 
4 | م 10-2 
)1 


يمكن البرهان على صحة العلاقة التالية: | ]م ووزا- كن 


ومنه * ع 2ج “ب 


لأجل ذلك نمهد بالبرهان التالي: © + ).عا مز اناا 1 


0 


1 
4 ه.رعا - “(» + )١‏ يمرن بعاد 
1 


وعندما © - 4 نجد: (#خامط حصنا 
لنبرهن أيضاً على مله نا 
66 


لهذا نفرض م -1- “دفيكون : (0- م ت.0 + 4) جم +1 - عو 


226 
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ومنه (2+ )مادم 
كاد 1 1 00 
1 ء دلشكيده بت 5 
لهذا نجد 10 ير سنا ل جمنا 
وحسب العلاقة (1) إذا أخذنا كحاله خاصة: 5-5 0 
م 


1 : 
16 - 1 - “م لاه 


ع 
1 
وبوضع 12 تجد : عاد )يا 


9 مسا 0 - 
000 و جلك ون خم 


0 هوه 2 
َُ 5 


أ 
نبدل في عبارة (5]/ فنجد : 2ه [لسم )ات امنا - 70 
1 
رق “بر دعم جد "رده 
1 
انبدل: بوه “ربل #رل “0 يريزا - (ه)1 
لايم 


© رمم “ا وريز - 147 


اذ سس اس | 
اللؤلفون , .محمد ثورشمه د. عازار الشايب د, شكري أبو عرابى 217 


الفصل السابع الدوال الخاصه 
وهو شكل آخر للدالة (716 ؛ ويمكن أيضأً وضع (م)/ باستبدال 
(6),0 فنجد: 9ن 


2 . إن الدالة (ه]7 (من أجل 0 <2) مسثمرة ولها مشتقة من أية رتبة 
بالنسبة للعدد 4». 


يكفي البرهان على وجود المشثق ليتم المطلوب لهذا نشئق ما تحت إشارة 
التكامل بالنسبة للوسيط ٠0‏ ت"مزتديس)' مر زيم كلك 


0 
5 1 
عن “م ند صل) كعد | + طم( ها) " “دل- 
1 5 
إن كلا من التكاملين موجود ولهذا فإن المشتقة (66'/ موجودة بسبب 
تكامل القيم المطلقة للدوال المستكملة (حسب قاعدة لاييتنز) ويالاشتقاق 
مرة ثانية. > م ةرجم او - 1 
5 
كذلك 00 رويط يك 
0 
3 . إذا كاملنا عبارة الدالة (م)”"1 بالتجزئة نجد: . (1)6م-(1+م) 
4 . في العلاقة (110 نطمع 1 © 4 نجد : اسم معو 10 
0 
وعندما يكون 7/طبيعياً نجد: لت 1+ 10 


5 . نلاحظ أيضاً على الفترة (م ,0) نجد: . 100(-1)2(-1١ ١‏ 
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التحليل الرياضي/ 3 /__... ألباب الثاني 
كذلك نجد أن (م)1 متزايد لأن (م)'”1 موجب ونجد أيضأ ,م>>0 » 
1”)(>0 والدالة ()1 متناقصة على المجال السابق وهي (م)) متزايدة 
على المجال «ه>م > ,» لأن 1")0(<0 ؛ ويمكن التأكد من أن - م 
6 وأن 6كهف0 - زمه)له زم)"1 ساد 


بسهولة ثرى أن: لكك يرين - ره" جرنذا 


3 
وسنرى لاحقأ أن قيم الدالة 7 عند القيم الصحيحة السالبة تسعى إلى 
+ ولهذا يمكن رسم منحي هذه الدالة كما يلي؟ 

0 


2 


0.1 
يسيم - - اعوبييد 4 كر - جد 
مص 2ك 5087 ل ف ك لل 
5 
1١‏ 
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الفصل السايع_ الدوال الخاصه 
العلاقة بين الدالتين :()1 و (0:0)م 
في عبارة 20 تجري التحويل ب« فتجد ,2 | د |7 


5-0 


وح لكي رت رورم “زرو م 
0 0 
نضرب الطرفين بالمقدار“'“/ و نكامل من 0 إلى مه بالنسبة وم . 


صو فيب ١‏ 0 كه 1 
ااا كف 


لكن الطرف الأول من العلاقة السابقة هي الدالة (0,مم مضروبة 
بالمقدار(ة +م)2 لهذا نجد: 


ي سي مهم | وز لني امير أ-هبمم جم 
0 


لكن ليذ يك "مي م 
ار 0 
101 
(0+م)1 
أوجد هذه العلاقة العالم ديرخليه. 
7:في العلاقة (10) لنضبع 7-6 8 فنجدة 
-١‏ )1-1 


ومنه نجد : 00 - (طبعاق 
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التحليل الرياضي/ 3 / الباب الثاني 


ا 
100 


ذه حاره)قم 


أني 4 5 -(-10زه)1 


وتسمى هذه العلاقة علاقة الإضافة (أو الإتمام) ومن أجل + -م نجد: 


000 


نبدل دح ع فتجد: عل أ [2 - علد 
3 


وهو تكامل بواصون. 


8 .إن قيم ()1 من أجل القيم الصحيحة السالبة يمكن حسابها من 
العلاقة: (0160 د زم + )1 
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الفصل السابع الدوال الخاصه 
5 لاع :100 


عندما *0ج-مده نجد: 5-5 -(:15)0 


وعندما 2-07 نجد: 3-0 


أي سددرضم من أجل م+2-1م 


ومن أجل 6-0-8 يكون : (12-)1(م-1-) - رين 
فتهي م إلى 1- من اليسار مد تللظ - ربتعم 


وهكذا نجد من أجل مم - - ن عدد صحيح سالب م+ - («ب1 


ا 


5 1 
سوم ست ٠‏ 90 10-111 
1 0 1(ة- معازة -20)ذ-2) _ 
2 222.2 


02 كلك لون طيم) 
حيث. !(20-1) هو العاملي المضاعف (القفزة 2 بدل 1) 


/ 1 2 4 
35 | لشت - 5 
نبدل جم 6 في العلاقة - (--10)1()] فنجد. 


252 


إلتحليل الرياضي/ 3 / 


يلاف 


07000 1 ين عل مره 1١‏ 
نعوض من (12) عن [1)0+4 فنجد: (3) 1 ماد 


مثال (1): احسب التكامل: ل 7 


الحل :_نوازن هذا التكامل مع الدالة... يم 2" - (7)0 
ٍ 
فنجد 2-4 ومنه 6-داة3ء (1)4 -]ر 
مثال (2): 
احسب قيمة التكلمل ع هو - ل 
: 


الحل : بالمقارنة مع التكامل ()1 نجد هناك اختلاف بالموازنة المباشرة 
لهذا يمكن إجراء تحويل ما للنفل للشكل المباشر ولهذا نفرض 2 حمر 
نلاحظ أن حدود التكامل لا تتغير لكن يل 2 - 42 نجد: 
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1 
ا 
1 
1 
0 


الفصل السابع الدوال الخاصه 
مثال (3): احسب التكامل: به مترل] -2 
الحل : نلاحظ هنا يوجد تغير أكبر في شكل الدالة المستكملة حيث 
يظبر الأس بشكل تربيعي لهذا نجري التحويل التالي: 
نفرضس 2 #رئجد أن حدود التكامل لآ تتغيرٌ لكن 5 - بر ومنه 
- ينكل امح ام تم 
1 52 ا 
4 ا 


نوازن مع الدالة (1)0 عندها د كاده د- 


دالة الخطأ زور ولع درير[ 180:07 
تعرف دالة الخطأ (وهو يستخدم كثيراً في نظرية الاحتمال) بالعلاقة: 
04 رو"تم أ - رات 
0 


.تتصف هذه الدالة بالضفاث التالية: 
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التحليل للرياضي/ 3 / الباب الثاني 
احدالة فردية ‏ ((نا0 سن - + زلود ب 
١ -2‏ - روم :هو 

ومنه وفق خاصة الفردية  -١‏ - (لهه-/]) ته 


وتعرف الدالة المتممة لدالة الخطأ كما يلي: ”عأ م - (عاغرات 


ومجموع الدالتين ١-(()/)ه‏ + ()م/): وتعطى قيمة بواسطة جداول. 

تكامل فزينيل («مل 7 اموه 11 

تظهر هذه التكاملات في أبحاث الضوء عادة وتعرف كمايلي: 
لد 

م 1 ]هه - هد 


مك اه[ 82 


0350 


3 


لاس ا سبح 
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الفصل السابعم الدوال الخاصه 
نلاحظ أن: (50 - -يما)5 و أن : م6 -- رمه 


نلاحظ من أجل القيم الخاصة: 
> 0 0 - (6)ى 
3< لوم/د - وم 
15 - ع لوم)3 - وه غ0 
ويمكن تعرف الدوال المثممة 5001 , (:)0 كما يلي: 
- و5 + م3 ولا - يم + ين 
الجيب التكاملي: لس رج ء/1 م1ى): 


نعرك هذ الدالةبالكلافة 09 5 - قاد 


التحليل الرياضي/ 3 /ر 5 ألباب الثاني 


نلاحظ أنه يمكن تعيين قيمة الثابت عندما 0 > + نجد 0 -ء ويكون: 


وذلك وفق تكامل فوريه نلاحظ: 5/0 - - (د) 84و ب - ماق 


5160 


التجيب التكاملي (لهجء/مذ »«:وم0): 
نعرف ذالة التَجيب التكاملي بالعلا: 


089 /, سك مه ١‏ 


نلاحظ أن هذه الدالة زوجية وأن : 0 - )© م -- (0)© 


#مسخمصسيت سد سسيدس »سس سمه مم عبان مده حك 
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الفصل السابع ‏ الدوال الخاصه 
هناك جداول تعطي قيم هذه الدوال الخاصة من أجل أية قيمة 


للمتحول ؛د. ممه 


اللغارتم. التكاملي' (701عء/2<1 2711/1777 109): 


يعرف اللغارتم التكاملي بالعلاقة: م 
لنبدل “ع -- عرقنجدة إل . أ د به 


4.4 


7 ع (نهافرة - وافط 


0 
ع الصط تقس 


35 272 ع عدبا + #اآبرا - (عائط 


التحليل الرياضي/ 3 / الباب الثاني 

دوال بيسيل (عمط س1 اموو3): 

تعطى معادلة بيسيل وفق العلاقة : (09) 0 دترم تم نودب نر 
حيث ‏ عدد ثابت (عقدي أو حفيقي). 

مثل هذه المعادلاث التفاضلية ذات الأمثال المتغيرة يبحث عن حل لها 
على شكل دالة مؤلف من قوى بالنسبة لبد مضروبة بسلسلة قوى بالنسبة 


دشل 2000 
2 
يمكن افتراض 2.0 م4 وهذا ممكن لعدم تعين / كما يمكن إعادة كتابة 
الحل السابق كما يلي: رد دير 
2 
بالاشتقاق نجد: سملو برو م م سار 


تيز لوا - ماس )إل + )) 7 
2 
نعوض في معادلة بيسيل (19) فنجد: 
+ “كيل لدو[ - 1+ )ا + 0 لاخر 
5 


0- #نديا لتر قل« “لويد وب د 
2 2 


نطابق أمثال المتحول « المرفوع إلى الأسس التالية + 2+/..,7+1,/ 
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الفصل المبابع الدوال الخاصه 
امع الصفر فقنحصل على جملة المعادلات التالية: 
0( - 7 هده د 4[ د /ججا- )ن] 


#رى تزاج | جو - بال :م زاج م) + برا )| 
220 جود ,ا + يك[ <٠“‏ - (2+ م + جا )20 0 
0+ رك * خر م 
كنوه هيه[ *- + 0+ (ا-» )+ )| 
6ع رمه الاجم 
الندزس المساواة : محييف جيه “مستودم] 
يمكن إعادة كتابة ما سبق على الشكل الثالي: 
0حييك يف إل +) زود + عا+غ) 
ما أن م/رع 0 (عند استبدال 0 - #و 4-2-0) تجد: 
ع را أو واد رلاج 0د تر 
درسنا الحل 0 < »م < م7 نجد من جملة المعادلات (20) يمكننا 
المعاملات ...وكرام بينما يبقى .4 اختيارياً لنفرض أن 1 - م4 
دها العلاقة التراجعية الثالية: 


ربياه فك * بن 
سمج )عع 4 


260 


التحليل الرياضي/ 3 / الباب الثاني 


تحول 4 فنجد: 0 ريك امس > وك > ره 
1 
(81) ومح كه 
عليية تح ب يقر 
2()2+4 +2 )ز4)( + 
وبشكل عام + 
0 لق 5 ")د ييل 
(2+ «جنازة + ور2()2 + «2()2 ٠١‏ ,«:2()4()6(..)2()2) 
نعوض قي العلاقة: 0 71 
2 
ونجد من أجل الحل الأول رير (:5 - ) 
5 0 


(4 +2)2 + «تازفرة * 0 


22+ 0ك 
(0+ «2)زة + /2()20 + ستعزة) زه( 


إن جميع معاملات ,رك تتحدد وق العلاقة (21) لأنه مهما تكن + فإن 
معامل ,4 في المعاملات (20) وهي: 0عم “م 7[) 

ولهذا يكون ,بر حل خاص للمعادلة (19) وبمناقشة ممائلة يظهر أن 
خالة الجذر « - - ,/ يمكن تحديد كل المعاملات :4 وذلك. عندما 
تتحقق المتباينة: 0عر 7م 71(7) 


سس عه موحت ب عع مده ع مي جسم موه وعمس ميدع صل ص ل 
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الفصل الساب الدوال الخاصه 
من أجل أي 0 <+ وزوجي أي: ‏ معد + ,1 
ولكن ,/ - # وبالتالي: رأغرع جر 


أي +ع ,1-,/ حيث 0 <غ4 وزوجي وبما أن: 


«١‏ > را سدحعا يكون +2 >ما: را 
فإذا كان , غير صحيح يمكننا كتابة الحل الخاص الثاني للمعادلة (19) : 
"تنه _ميفحذ_/ر 
د )2+4 ات +2020 إسد بر 


“077 +4()20 +0( 20062 . 
نستبدل في هذه العلاقة 4 بالمقدار «- فنحصل على سلسلة جدييدة 
وهاتان السلسلتان متقازيتان مهما تكن + (حسب دلامبير). 
يمكن أيضاً البرهان على أن ,بر,رنورحلان مستقلان خطياً (بدراسة النسبة 
بز ,و) بعد ضرب الحل ,بر بتابت نسميه معين بيسيل من النوع الأول 
والرتية 2 ونرمز له بالمقدار ,رك ٠‏ 
وكذلك الحل الثاني دن ونرمز له بالمقدار ,رآ ؛ ويكون حل المعادلة 
(19) هوه كم 
خالة خاصة : عند اختيان 1م نجد من العلاقات (22): 


131 الباب الثاني 


5 هد +ريت اهدع 
فت زضرف 1 


اق 


0008 لد 4 2 
وعند أختيار الثابت تجده اك 0 
بنفئن الطريقة: سمشل - وم مر 
3 3 
ويكون الحل العام 19(3) هو: (0) _ ا + قم برا بر 
2 2 


وعندما يكون 0<-, صحجيحاً فإن المعاملات (23) يكون لها معنى 
بعد ربوحلاً خاصآ أن العلاقة الناتجة عن (23) باستبدال :م بالمقدار,م 
فليس لها معنى لانعدام أحد مقاماتهاء وتكون دالة بيسيل من أجل 


0 <م - بس كما يلي: 
ذا 1-7-5 1 
 )2()4()20+ 2()22+4(‏ (2+م21)2) 2 م 
سج ‏ ح # تسا 
7 6 +20)زك +22 + مار 
0 َك دك 
ي: 6 امورب -هءد 
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الفصل السابع. 1 الدوال الخاصه 
ولإيجاد الحل الخاص الثاني نبحث عنه بالصورة الثالية: 
ديق ل" بد وواساجدا رق - وما ال 
25 
نعوض في المعادلة (19) ونعين الثوابت +8 والدالة (:),'ل. بعد ضربه 
بثابت معين ويسمى عندها (:ث,ل بدالة بيسيل من النوع الثاني من الرتبة 
« ويمثل عندها الحل العام للمعادلة : 
لفقل رق ١‏ درل رك - ]7 
ويمكن الإشارة إلى أن؛ <--0,/ دري[ » ولهذا نضع عند دراسة الحل 
السابق 0 - ره. 
تطبيق: 
لتكن لدينا معادلة بيسيل التالية: ‏ 0- بتر بير 
وبفرض 0 > 7 » عين الحل المحقق للشروط الابتدائية. 
2 - زروبرك وعهر 
0 - رارج 0 ديز 


من علاقة (,/. تضع (0 - ”) نجد: ات 


00 ) م كضاك 
3 556 ك) سين 


وحسب الشروط الابتدائية: ‏ (6 ول 2 - 


التحليل الرياضي/ 3 / الباب الثاني 
ملاحظة: 

عندما يطلب الحل العام للمعادلة المعطاة نبحث أولاً عن حل خاص من الشكلة 
لمم ل مهارق -جم) ول 

وبعد ضربها بثابت تحصل على دالة بيسيل من النوع الثاني ذات الرتبة الصفرية. 
هناك أشكال أخرى مختلفة لدوال بيسيل لا يتسع المجال لعرضها. 
كثيرات حدود. ليجاندر. (حدوديات ليجاتدن) وامتسمسرادجرء 127 ه1.0: 
إن لحدوديات ليجاندر شهره واسعة لما لها من تطبيقات كثيرة في 


المسائل الميكانيكية والكهربائية ثعرف هذه الحدوديات بالعلاقة: 


"قت" 
ا 


0-7 ,8608 
حيث ,8 ثوايت متعلقة بالمسألة المطروحة وهي تعرف من المسألة 
نفسها.إن لهذه الحدوديات (وهي من الدرجة ) ” جدراً حقيقياً مختلفاً 
على الفتزة زليا-) ٠‏ 

لنفرض أن 1 - ,3 (دون أن يؤثر ذلك على عمومية المسألة) يمكن 
وضع الحدودية ”(1 -م بالشكل التالي: "(1+م "(3 © - "1 - م 
والمشتقات الأولى لها حتى الرتبة (0-1/ تقبل 27 - << جذراً لها وحسب 
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الفصل السابع. الدوال الخاصه 

نظرية رول فإن المشتق الأول له جذر قي الفترة /7 ,7-7 والثاني له 

جذران في الفترة نفسها وهكذا. 

فإذا طبقنا مرة أخيرة نظرية رول نجد أن المشتق من الرتبة ” يقبل 7 

جذراً في الفترة 7 ,/-/ عند / * - #اوبفرض 7 - ,8 (كما أشرنا) 

واستناداً لنظرية ليبتز في الاشتقاق المتكرر على الحدوديات ذات الشكل: 
"رقم - لإرهم "رز مم 


"ليود رديه .“رادي :8 
2 ثم لل 2 


انجدة “+ "را م) د وميقة 


أشي 


ومن أجل 7 -<مد نجد: ‏ 01“ - (1)رئة 


ومن أجل 1-- مدنجد: !م "2 "رقم - إقية 
3 


2 


نعوض قي عيارة (26 فنجد: 


نرمز بشكل عام لحدوديات ليجاندر بززم,ط علماً بأن / -(5,)1: 
"رام - رل) رط 
وحسب علاقة ليبتز يمكن البرهان على أن حدوديات ليجاندر تحقق: 
2-0 زلحهم) رم الدج + وميا ر- 6ع 
وهي تؤدي دوراً هاماً في نظرية حدوديات ليجاندر. 


أ 
ا 
/ 
ا 
ا 
ا 


التحليل الرياضي/ 3 / الباب الثاني 
لنفترض أن "را مم دمر 
أي: اارل قم بجو 2 د ابر 
وبالتالي: 62277 ال -نمم بر حيار راقم 
برعم وعجر را قم 
لنأخذ المشثق فيه الرتبة .+7 للمعادلة الأخيرة نجد: 


القع فد لمتكي مير ورج)ر1 + بم 4ف “ررق 


-«ابرر2). 
«#كرزم2) زج مب اابر و2 
ويسهولة يمكن كتابة: 
0 ع "كبر زا )بر + "ابر زر2) + *'"بر(ز- تين 
وعند الضرب ب,8 تحصل على العلاقة: 
0 > وم 3 زاجم مه - ريم ,1ع 2 + ون رلا رخ - مم 


وهو المطلوب. 


سس سس ب 
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القصل السايع الدوال الخاصه 
أمثلة علئ الدوال الخاصة 


. احسب التكاملات التالية بواسطة الدالة غاما: 


1. تل 0 2 ةيم أ 8 
0 00 
ل 4 --5- 
5 ع م[ د 1 
5 
الحل : 
4 دما 
: 


بالموازنة نلاحظ ‏ 4 -مد 13م 
3-2 ”7 عر 1 
6دلة» (4) عم 


م حمر سبل ف 
0 


نلاحظ هناك اختلاف بالأس.في الدالة ”6 لهذا نفرض 


التحليل الرياضي/ 3 / الباب الثاني 
ديه 4-2 ده نلاحظ أن حدود التكامل لا تتغير لهذا 


7 78 ل م تام 
بالتبديل نجد 00 للناك سب > ةل 
هرم ١‏ 

2172 


رواحي سكير | ح بل ”8 لل 3 
5 0 


نلاحظ الاختلاف بين #ع و 07 لهذا نفرض: 


2 1 سبح وو.| 
- عومثه 2218-2 نفرض ع5 لاله 
عل ثع - د ماه 0ددع جذ ادم و مادو جد 0دد 


لمت ع تو يسح جع سس سمج جب اح د صمت د ص تعد مسمس بنع 
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]1ك )دوه 
م1 5-/ )"جين -ه 
2 احسب قيمة التكاملات الآنية بواسطة الدالة بيتا: 


6 تو مد 7 1 


0 


1 
الحل : د ]| - 3 
0 


١ 
زر )مر‎ 2 0 00 
1 
0 


4د مجدوع ركم م ودمجه 2د اسم 


التحليل الرياضي/ 3 / .... الباب الثاني 
1 
500 


- 86,4 حرق 

1 
عله" “زم عتمم سماو 0ت - 2 

0 0 

20_ 
7 24 
ات ا 
نلاحظ اختلاف حدود التكامل مع حدود الدالة (8 ,6/ 7 لهذا نجري 

التحويل 2 - ل م 2 وأما حدود التكامل فتصبح: 


1 0 1 1 
)ل ع راوثل 1-0[ ةلد يل 


دده جح 2311-6 4م رم 


1 ّ 
علض بر 
لك !53ت * 


8 وكأ “مل ثير 
و 
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الفصل السابع : الدوال الخاصه 
ما 


0-) «دلعبر )مدير عه 
احيوور مدر 


7 1 قو ١‏ 
ب قر لحك [ امت بو *- ارخ ته لم ول 
0 


0 
3 2ه 


بك 0"“ررزق 0" "قوو 


نجري التحويل /-3#78 حيث . 0-/جب02<20 و 


أ - 8ق 0عم 1:9ك2 


ممعم وسمسسسسس نت : ل وسح مسح ححبج وجري ع ١‏ ممسعسد ع بوه جوج تمع سس سس ع 


272 


ْ 


0 


ا 
ا 
1 
ا 
ا 
ا 


التحثيل الرياد 


13 الباب الثاني 


101 
"1-7 "ددع 
21 


(مااتنماط الى 
“مما 


يمكن استخدام النتيجة كدستور. 


9. احسب التكامل: 1-6 
0 


بالمقارنه مع 


انجد: 


ول واتررزع تومن | ت ,1 
0 


اسيك ص2 
2 


4ع ورج 7عاسبية 
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الفصل السابع. : الدوال الخاصه 


3 
17 
نفرض > - ير نلاحظ أن حدود التكامل لا تتغير لكن التكامل يصبح 
4 
وفق مايلي: ا 5 
0 : 
نوازن مع التكامل: 
6 1 
عاسم سدع 
7 2 
حم ]د قدهو 


م 0ق 


ع 


214 


التحليل الرياضي/ 3 / الباب الثاني 
تمازين غين محلولة 
زمسرع ااه« ورقلد جرع اترصى) 
أولاً : بواسطة السدؤال الخاصة (1)0 و (8,م احسب التكاملات 


1 ع4 ول 2 واي 
2 3 لي 7 
قمرلا 4و 
| تيقل 
5 6 ع ”3 
5 30 0 كن قدي 
7 0500 
0 
ثانياً : احسب التكاملات التالية: 
أ 8 ب ع 5 4 
8. “0-3 ع 9. 1 
2 5 3 0 
الت ارس ٍِ 11 ]| 
: 
مقوصة 6ه[ قل 1 موماممن | 
فى ا 0 
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القصل السايع الدوال الخاصه 


للكمض] كد كز 
/ ا 


16 برهن على صحة ما يلي: 


(”) كاز 
(7+ )21 


7 برقن على صحةما يلي: 


- 6ل مسفزرزق وسنيوى إْ 
0 


سما 


18 برهن أنة 
7 و 
202 0 
توجيه: استخدم تكاملات فرتبيل. 


19 برهن على صحة التكامل : 


1 
50015 
ا 1 


عت رتحود 
4 3 
5ن 3 ووس أن 
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التحليل الرياضي/ 3 / 559 الباب الثاني 
الفصل: الثامن 
تحويلات لإبادوس 
21+01 
مقدمة: 
ليكن 70 دالةٌ مركبةٌ ذات. متحول حفيقي / مستمر على الفترة ,4) > / 
0 74 
7/ التي قد تكون مفتوحة نفهم التكامل التالي: 2004 ]جونز - 5004[ 
عدم 0م 2 
بأنه موجود عند وجود هذه النهاية حثى لو كانت الدالة غير مستمرة عند 
#6 أو »ء وإذا كانت بر - + تمثل نقطة انقطاع حيث م > , > » عندما 
يمكن فهم وجود التكامل 000 حمل + ؛ لمن" جمقا- و" 
وعدي حو ليك 2 
مفترضين وجود النهايتين (,م +5 بالحالة العامة). 
يمكننا تعميم ذلك في حالة وجود أكثر من نقطة انقطاع كذلك يمكن 
تعميم ذلك عندما تكون * أو 6 أو كلاهما معأ يسعيان إلى فتكتب: 
1 _ 
04" | مصتل> هما" [ 
1 1 


04 / 
أو 010 جنا - م 
1ل 1 


مفترضين وجود هذه النهايات. 
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القصل الثامن تحويلات لابلا 


وعندها نقول إن كلاً من التكاملين: م م 
هو تكامل متقارب» وخلاف ذلك فالتكاملات متباعدة وإذا كان التكامل 
7 

إ()7|] متقارباً (حتى في حالة مه - - © أو + -6) تقول إن هذا 
التكامل متقارب مطلقاً (بالإطلاق). 
تعريف (1): 
اليكن (5. ,0 دالة وسيطية وسيطة 2 > 5 مركبة ومستمرة بالنسبة 
ديم ت + (ربما عدا بعضن النقاط المنعزلة). 
إذا كان 5(4#,)] متقارباً على ([ وكان :(:,50 متقازياً عندما ه 1 
ده عندها نقول إن #(5,)/ ( متقارباً بانتظام على 2 
ملاحظة (1): 

نقول عن قضية إنها محقفة على فترة (6.©) باستثناء عدد منته من 
النقاط المنعزلة إذا لم تكن محفقة على عدد محدود من النقاط على أية 
فترة محدودة مغلقة محتواه في (/,0). 


. هناك شرو كافية لثقارب تكامل وسبطي بالإطلاق مع منطقة 2 وهي 
إمكانية مقارنته بتكامل حقيقي للدالة غير سالبة. 
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1 
1 
1 


إلتحليل الرياضي/ 3 / الباب الثاني 

مبرهنة (1): 

إذا كان رو 4) / دالة مركبة ومستمرة على الفترة #ه ,م/ ج + وكانث 5 
2 - مركبة بأستثناء عدد محدود من النقاط المنعزلة بالنسبة للمنطقة 2 

وكان ( 7 تحليلياً على 7 مهما تكن  ]‏ , 4/ > ؛ وبفرض 
مقرون بواسطة تكامل متقارب للدالة غير سالبة وحقيقية من 
أازيل 22-5 محتواه في 2 عندها كلا من الدالتين (بالإطلاق). 

لمر" ل - زات 1 ابه درم 

تحليلي على 2. قبل تلك المبرهنة دون إثبات). 4 

المقصود بمقرون مرجوح بدالة حقيقية غير سالبة . 

تعرينف (2): بفرض (70 دالةٌ مستمرة جزئياً ومعرفاً من أجل 0 < + 
نسمي التكامل /7)(4”»] تحويل لابلاس للدالة (66 

ملاحظة (2): إذا كان )7 معرفاً من أجل ,© ,0) > + عندها لإيجاد 
تحويل لابلاس للدالة/)5 نمدد هاه الدالة على الفترة © , 0) © 4 حتى 
يكون ل" م موجوداً نصطلح على أن؟ 0" ريف - 07م 


00 ججونا - ممم 
ان 
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ا 
ا 
ا 


الشروط الكافية لتحويل. لابلا : 

بفرض (/7 دالة مركبة مستمرةٌ على الفترة و , 0) ربما عدا بعض 

التناط المنعزلة وإذا وجد عدد ,5 حقيقي يجعل التكامل 80" ل[ 

0 

متفاربا (زهو أيضاً متُقاريتاً مهما تكن ,5 < ,ورمع ومتباعداً عكس 

ذلك)ءوإذا كان التكامل السابق متقارباً مهما تكن 5 عندما دعيت الرثبة 

م ب واذا كان متباعداً مهما تكن 5 ذعيث الرثبة م.. 

تعريف (3): 

نقول إن الدالة ()7/ ذات مرتبة أسية عر إذا تحقق: 26 > |5)0*-ء| رريز[ 

حيث 84 محدود و عرو >2 40 وإذا كانت الدالة (7)6 ذات مرتبة أسية 

0< رصنت ز- [و) سناصة - (ه) جر محدودة عندها التكامل ‏ ()ج > م 
1 0 

دالة تحليلية من أجل ,ك< (80)5 حيث ,5 لرنبة الأسية للدالة(/7 . 

تعريف (4): 

نسمي (76 المستمر على (: ©) [ربمنا باستثناء عدد من النقاط 

المنعزلة] (وذو مرتبة أسية م5 المحدودة) أصلاً للدالة )ير حيث: 


©] -7700 ونسمي (7/ صبورة الأصل 500 
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التحليل الرياضي/ 3 / الباب الثاتي 
بعض الخواص الهامة لتحويل لابلاس: 
. لنفرض (0) /,(:) كر دالئان وسيطيتان ومعرفتان كما يلي: 
)م 1 ه كل 3 00000000 41 
ّ 


وليكن ,© ,) عناصر من حقل مركب © عندها 
[(0) تأصنين + [() "1أمية - [(() جن)بت + ((مار) ماما 
الإثبات: واضح من تعريف تحويل لابلاس وخواص التكامل. 
2. بفرض (مبر :+[0)#]مة ويفرض 0 <4 عدد عندها 
أ هن 

)2 لوقك 

الإثبات: حسب تعريف تحويل لابلاس ١‏ )”> ] -[(مه)قاصة 
: 
نبدل 2-+©. فيكون 1ه ومنه نجد: 
اك -[)”اص 

ا 1 

360 2 نياك 
3 . بفرض [()م]م” - (0)ر وبفرض + > 0 وإذا كان: 0 - (/7 من 


أجل ع > ؛ عندها: . (ي جل * م د[ - ]ما 
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الفصل الثامن تحويلات_لابلاس 
بفرض ‏ مدع-2 ا عل - 8ه 


عندها: "1 م -[( - لاما 


ل 
5 5 5 
يفرع "بع نت | + "مر (م) | - يوا مره" | - 
0 : / 
ور »م -[- )اسراح [ن)؟] ررح 


نا ا 


/ 5 العنسة 
ف الدالة : 5 
اده بيذلا / لك 


نسمي هذه الدالة ذالة ‏ هافي سايد دلاخظ: -/ه1.“-ء[ -|(0]/ 


0 


#ى 


-[10مة ‏ وبذلك نجد: اص 


282 


التحليل الرياضي/ 3 / الباب الثاني 
5 . لابلاس مشئقة دالة: 


النفرض (/ يحقق شروط تحويل لابلاس وليكن [0(مامط - 8" 
ولتحسب لابلاس الدالة المشتق (4'"/. 


هنا نميز حالتين: | [):/ مستمرة عندها: 27( "5" | - ()"امر/ 
: 
0 ال 
242 5 
“مط جم مزج ناص 


يمكن تعميم ذلك زم 0م -ل... .راو )مر "و وى مث “م- [رم تسإوية 
ب (/7/ متقطع عند 4 > + نجد عندها: 
00 3 ده حدس | - زذم كايا 
4 1 
نكرر ما سبق فتجد: 
0500 م 00000 الل -[ق) “لاص 
0 5 
و جرع “)سمو رحو) سم 0م 
له م - ميم ده جره -رق) مامة 


يمكن تعميم ذلك على أكثر من نقطة انقطاع. 
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الفصل الثامن. تحويلات لابلاس 


6. لابلاس «#مام] - )0 حيث زجم م - وار 


من تعريف لابلاس مشئفة دالة ؛ )7 -()'6 ومنه نجد : 
[0) ]مط زه 6 اصة 


()جل - (م)ن - زمانات 


لكن 0 - ()) عندها لكك اه 


نك الاك 
مير عه قي [مزمممز) ام 


7 تحويل لابلاس للدالة الدورية )7 لنفرض أن الدور هو :7 عندها 
يمكن كتابة 50 كما يلي: 


اتلاحظ أن:-.-_..-0) ,#انا...+ )0+8 - "1 
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ويشكل عام: 


0 


وبالتالي: 


1 3] الباب الثاني 


9>1>4 © وير وكثلك > 
جبرعية انه ,0 

1 
كترمية 6ز1ات ,0 


|-0م 


فاك نان 1-1 دو كت 


كنحم >> م امهم 
سرص مم , 6 
00 


[ل1- بد ديق - )ونا مدر - زرم امد 


ا 


0-0 


() - [('ف]اهة 


50 
5 40 


00 


لأن ماابين القوسين سلسلة هلدسنية أساسها 1>ى 


1 
| 
سدس لني 
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لفط ال تحويلات لابلاس 
8 مبرهنة القيمة الأولية: 
عند وجود النهاية يكرن؛ . ()”/* بيرز]- 500 بوذا 
]| -01) “ناصة 
ا 


و )هاه 


ذأخذ نهاية الطرفين عند مه ب م 
0- زم - )ار ويفا 
لأن (6" مستمر جزئياً من مرتبة أسية. 
ةن 
0 عبوز - #0 جنا 
9 . مبرهنة القيمة النهائبة: 
في حال وجود النهاية نجد: ()”* روزا - 80 جيوز1 
لدينا؛ (ن)5 - دم جر - إل سعاصد 
ده جع د لوكت | 


2586 


التحليل الرياضي/ 3 / الباب الثاني 
هام ونا ا جنا ْ 

ناماه - نييزت م 1 

ا ل ْ 

1 «جييزا - (م)/ أ 

رميز - قا" روزا 


تحويل لابلاس لبعض الدوال الأساسية: 
ودمناع 17 تورلاف تيقلت عاننهك زه كم مإكجه<1 ععماوم1 
1 . وجدنا أن الدالة هافي سايد يعرف كمأ يلي: 


0م 1 
رمد نات ,0 


١‏ هال 


إذن: علا ” 7 5 1 -[و)مامة 
0 : 
وبالتالي: -[ماماما 
وبهذا نجد أن أي دالة نريد خساب تحويل لابلاس له يمكن كتابته: 


نتمم درم وذلك من أجل 0 </ 
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الفصل الثامن تحويلات لابلاس 
2 .تحويل لابلاس للدالة الثابث: مح م أي أن : > -[()سدامه 
8 
3 . تحويل لابلاس للدالة الأسية: «يم"ء - زيم 
ٍ 


حك م إن تست إ )“ادر 
م ُّ 


4 . تحويل لابلاس للدالة : (بانة- )م أي: لب ” ع -[مامام1 
ومنه يكون : 3 - ()ن ص1 


5 . تحويل لابلاس للدالة : 00م« <ن)م 


كك 


6 . تحويل لابلاس للدالة: )ناموت - )م 


سبي بي قي 
تم “م يا 


] [0 )مهمه ]صا 
7 


حي -[()سعمك[مد 
عو )كام 


7. تحويل لابلاس للدالة : - زه" ]ترا حدر) نامله - (نار 


8 : تحويل لابلاس للدالة: ‏ (0)0,» «مه - ()م 


0 
ب زايا 


2538 


/ 
/ 
ا 
1 
ا 
ا 
ا 
ا 


التحليل الرياضي/ 3 / 
9 تحويل لابلاس للدالة : نا" > زم 


“ل “م | > [م اميل 


0 
نفرض + - رى فيكون : م 7-0 
8 
ع 1 ا 1 . 
دا 25 قاس اي 
0 6 “| -[0» إأدية 
ررب 
0 
وعندما 7< نجد: كسان -[مسخيابه 


المؤلفون ٠‏ د.محمد تورشمه د. عاذا 


ا 
١‏ 
١‏ 
١‏ 
١‏ 
١‏ 


إلقصل الثامن تحويلات لابلاس 


التحويل المعاكس لتحويل لابلاس (مقلوب تحويل لابلاس): 
:771 مرذ ه17 مععاجرمرا عنعمم1 11:6 

تحويل لابلاس وتحويلات لابسلاس لبعض الدوال الأساسية المعروفة 
تساعد على دراسة المسنالة الفكسية أي لنفرّض لدينا دالة ما () ير 
والمطلوب إيجاد الدالة () المحقق للمعادلة : [()«]مية - (مر 
سؤف نسمي ()1 أصل () 7 ونسمي ()77 صورة (10.. 
إن هذه العملية تدعى عملية إيجاد تحويل لابلاس العكسي (7)6 سوف 
ندرس حالات خاصة ثم تنتقل إلى الطريقة العامة لإيجاد التحويل 
العكسي 0). 
١‏ . إيجاد أصل التحويل هر + مر 


لديناة رامت ]رهام - وج 
لنبدل في العلاقة الأخيرة (مهما تكن 5) كل »+ بالرمز 5 نجد: 
ا الم وا يك )جز امام دمر جام 
' 3 


[0) “عاص ور جدم)جر 


"م - [رى دس) جل “مه 


260 


التحليل الرياضي/ 3 / ألباب الثاني 
تطبيق (1): 
أوجد أصل الدالة ()س ماك 0م - وار 


الحل : لدينا : جممواغصا كإدر! - [(ماتاصا 


9 -1() ]مه 
٠2‏ إيجاد أصل الدالة وي "مر 
الحل : لديناة امامت ]اجر 
إ 
نض" | د رمج 
ال ترب م “د 7 


م 
فاسضاص" “طل)]ما دو" "م" ]دري جر 
0 


: 


3 
اس ")د 3 7 “ما 


تطبيق (2): أوجد تحويل لابلاس للدالة: (4) /:«دمن) / - (1/كر 


الحل : “همل اصه- - [(6) ]ما 


لصحيه توج عع حت ووس صصح ع ربج ص سعد سوس ا 
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الفصل الثامن تحويلات لابلاس 


امام ل[ 2 
“+ تم ]| ]0+ 


59 
لب - ز) “لاما 


00 


3. إيجاد أصل الدالة 6 (6) 7 


0 


البينا [ )نامر - وماج 


م" ع مقر 


2 


000 5 001000 


ضمن شروط تحليلية نفترض تحققها نبدل الترتيب بين إشارتي التكامل 
أي تبدأ أولاً بالمكاملة بالنسبة للمتحول 5 تم بالنسبة للمتحول / فنجد: 


ممم 3 50 1 


ه22 3 
4 ع العا وس فقت - 


0 سهوامر] 


التحليل الرياضي/ 3 / 1 الباب الثاني 


تطبيق (3): 

احسب لابلاس الدالة للد 60 
الحل : لدينا كام 3 
ملاحظة(3): 


يمكن إيجاد تحويل لابلاس العكسي لبعض الدوال بشكل مباشر إذا كانت 
تتشابه مع بعض الدساتير فمثلاً: 


1 
7 | امد 
60 2 2741 - 


(ام نتهم - مث ]0 
5 


1 


2+1 37 
حل ١1‏ انور 
اك اجدراده 


1 
014 5 | مقلك 
ره 


(0 عم - )د ,| امممدت م امذع | - 
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1 
1 
1 


الفصل الثامن تحويلات لابلاس 


الطرق العامة لتجويل لابلاس العكسي: 
بفرض (),(0),# حدوديتان متعلقتان بالمتحول 5 ذات أمثال حقيقية 


وليس بينهما عوامل مشتركة وليكن؟ ة-مم 
1 


كسراً جبرياً بسيطأ لنوجد التحويل المعاكس للدالة 770 

هنا نميز الحالات التالية: 

أ .للدالة (),م جذور بسيطة ,يه.... رج عذدها # » عندها كما نعلم 
يمكن كتابة (و)/ كما يلي: ‏ كم. 


000 


و بدك - زم( "مره د ١‏ “كه يورب مه)- | 1-2 ا تمر 
2 


تطبيق(4): 
و 1 و 
احسب لابلاس الدالة - مي 
9 8# ركنوج 
اثولةد زا ذا 


1 "ردم رررزا - 4 
1-- - )تير + ة) بجنا - 8 


تلب.. لسعرقة 
ار 
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ا 
ا 
/ 
| 
ا 
1 
1 
١‏ 
1 
ا 


التحليل الرياضي/ 3 / الباب الثاني 
را سرت .ثم د رقاز 

اب . عندما توجد جذور مضاعفة للدالة(ى),رم 

لنفيض © -5 جذر مكرر « مرة عندها: ‏ (ي)ك"(م-؟) - (ك)يم 

حيث (0 0 ومنه : 


ديك لق 
د ب ا 5 0 


حيث )»00 وبالتالي : ()8 + 5 0 ب - هامر 


وكما نعلم تتعين الثوابت ,ل كما يلي: 
0 
اهمسأ :1-0 هم م اي دنه 
حيث (:) تعني الاشتقاق 1 مرة. 


0 


ل 


7 0 ل -|هم] س1 
حيث 1 ] “صل ع رم 8 


تطبيق(5): 
أوجد تحويل لابلاس العكسي للدالة: 


حك سحا - 
7 10 


الفصل الثامن تحويلات لابلاس 
)ثمرلا - م وروا حك 
35 


لامر “2 ورزا - رق 


- |0 2- م6 5 
6 


وبأخذ لابلاس العكسي 
وت تعر او »م ١‏ 020007 
ج. عند وجود جذور عقدية للدالة )يع مثل: + »> -5. 


يكون 8:->- 3 الجذر الموافق » وإذا كررنا ما سبق نجد عندها أن 


حَ سواه 8 +جاء - 
جر يمكن كتابته: . 
اه" 3 2 لكا 
لأن: مم [هد هرهم ]دمع 


ويمكن.تعيين كلا م8 ,/, كما يلي: 

وام تم “لم هال زط وف] - رمب[ مع #م مل 
نعوض 5 بقيمتها 8/+0 ونطابق بين الأقسام الحقيقية والوهمية بين 
الطرقين نجد: اع فثر > فل + م4 


اا ا ا ا ا لي ها 
296 
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كمم (, ا الطمهعم 
/ 
إذا عرضنا في عبارة )بم نحصل على عبارة علمث فيها 8,4 
اد ع اوهل 5 
عندها: ري نا 


اي 8ع 
/ 


حيث 4,+ معلومة عتدها: 


+ رؤرومن 465 - رامال ' ما - )م 


]مم ١‏ ني ج / اق 
أي عبارة تحوي فيها دالة أسية و دالة مثلثية . 
تطبيق (6): 

أوجد التحويل المعاكس للدالة : .لج - 60 


أي 


0 05 
وهم 2 مقع" ”7 مع4أادمم 


977 0 


0ك ' 4 
م 2 6م 5 
42 


1 >5 0 
اس متك و د )ع 


عمجيس سس سس سعد دان ع ا سس سه حا ع سح سس 
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ا 
1 
ا 
ا 


الفصل الثامن 7 تحويلات لابلاس 
يمكن تعيين 2,4 وتحويل العبارة إلى عبارة مثلثية مضروبة بدالة أسية. 
د . عندما يكون للدالة(:),»: جذور عقدية مكررة تكرر ب و ج. 
مبرهنة الي 7160707 برو الاراو بم 71:6: 

بفرض [ماض]س ده رك 1 0[2)صماصة - )بير عندها 


202000 0 -إفرضه ا 


ا م ل - 
0 


الإثبات: 


إن المطلوب يكافئ العمك: (8) 6072 -[هم ممصم أب 


لديناة 20000 33 7 
نضرب الطرفين بالدالة ) ,مر وهي غير متعلقة بالمتحول / 


ال جر قا رام" ع[ دجما تو كل 


0 


الكن: [ل وجنام عرم يم «م 


لهذا يكون :عل و [ضه- »)اما أ - جه جر رق 7 
: 


258 
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00 3 50-0 ا 3 
1 
ضمن شروط تحليلية نفترض وجودها وتحققها نبدل بين إشارتي التكامل 
فنجدة 4 [ 020000 لت إع يهم 


لكن:6-(4-):/ .من أجل 7< لهذا 


لله 3 5555 أت قم بر 
1 1 35 
ار ى ]مده ضيه جر 


و مر كر |© 20 5 “صق 


إن مبرهنة الطي تستخدم من أجل إيجاد تحويل لابلاس المعاكس لدالة 
)يم باستخدام الخوارزمية التالية : 


1 . نحلل )7 إلى مضروب دالتين م هرس 
نوك إف م إ*م نمم : زيط | سدم 


3. نطبق المبرهتة. 
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الفصل الثامن تحويلات لابلاس 


تطبيسو (7): أوجسد مقلوب تحويسل لابلاس العكسي للدالة: 


2 -760 
1 
الحل : 0ك 
الحل ع ”1 
70 ىر 
2-7 بر مجر 
وق - (إنارل اومن > (نا 1 


نختار إحدى الدالتين (#)ر أو (/5,4 ونقوم بإزاحة ؛ على أحدهما 
وليكن (,6 أي نأخذ الدالة (-/جلاى وبعدها 


1 5 +8 


3 0 ع اماك ايه مه - وق جام م 5 


لك :0651( - فاق ا 
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تحويل لابلاس لبعض التوابع الخاصة: 

0118 ألع "ل [دأععجرك عدرمك "مال خمرطزوادم 17 معماصومة 
1 . الدوال النبضية: لنعرف الدالة (),6 كما يلي: 

م > بعه 


4 
6.) 6 
0000 


إدلكن 


نلاحظ أن هذه الدالة تكون قيمثهدا كبييرة أكثر كلما كانت » أصغر 
ويمكن تشبيهه بقوة كبيرة ل تؤثر لفترة قصيرة ع ونلاحظ أيضاً: 


0 5 0000 3 
2 0 


لنعرف أيضأ الدالة (/ المسماة بدالة ديراك وهي تعرف كنهاية للدالة ب6 


0د رع وه 
عندما - »م افنجدة 2 
و( 0 ج-م فنجد 2 )3 
ونجد: ا ججرنا ل > ن4جمة[ 


0 
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الفصل الثامن تحويلات لابلاس 


01 59 
4-1 حصنا - 2,2 | جرز] + 
0 28 


وهذه الدالة (/8 تستخدم كعملية فيزيائية حدية ذات قيمة متناهية في 
الكبر عندما تطبق على فترة متناهية في الصغر بشكل نبضة وأحدة. 


من تعريف الدالة (),0 يمكن كتابة ما يلي: [م -م-ه)لذا + - ).8 


نلاحظ: [6- اتناس -[اننا1 01-4 0 


00 


©بة روزا - مه جك !- إن رواج 
تََ ٍُ 


[0)يف]ص1 ججرنا -[تمقاصية 


كلف نرى: .0ك بيزز وميه ييرز- هات 
الا 200 جز 


- )ةق 
وحفبب خواص لابلاس مشتق لدالة: 
(م)نا-[لم اناما - [()'نناسة - (طاقاصا 


-١‏ 3 -[اقامه 
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2 . تحويل لابلاس للدالة )م مادقم 


اعتماداً على النهاية التالية: 0-(/-ها) رونل لأن: 


1 
انق 5 
0 جيذ - * جرزا- (1- نه جربا 
َه . 


' / 
نجذ بتطبيق خاصة مشتق لابلاس: ٠‏ (ى بر - - [نماياسة 
اي [بملاصة - زمر 
لنام! ل ماعامية [/-تساعام! 
جل( - -[:- لساياصمة 
لكن: مله-نماي]- [- نمايآسةى -["0- نمذيامية 
2 
جزم 
+-ه "مزه -[( هلاه 
لا 1د يوجر مم 
مم ص - ومزية وام 
تكامل: عما- درم جر قبع 


مهاد )57 


ااا سس سس م 


الؤلفون ؛ د.محمد نورشمه د. عازار الشايب د. #كري أبو عرابي 


الفصل الثامن : تحويلات لابلاس 


مقط روج 
من أجل: / -5 نجد: ©-+ رمم 
حيث: 3 و بساحم بن 
1 
ا - مان بملاص؟ 


3 . تحويل لابلاس للدالة ()م: 


1 8ل إم -[(امام 


0 


م لكان بمذكاسر ١‏ .ا 
:5 5 


6 


4 
8 
4 تحويل لابلاس للدالة (م)ن: 2 دمن 


يبرهن أن تحويل لابلاس للدالة هو: لجا إه ك ب 
2 ا 


-1 


ويبرهن أيضاً: لح )سد إرمناد حيت زاعم#دالّة اللغارتم 
التعاملي: 


ا 
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5 لقد عرفنا دالة بيسيل من الدرجة « كما يلي: 
عرة ين من الدن 


ا 035 0 
2022 (1+)2"1 


)رك 


5 7 


+ و لادج 
(20+6)(ة 1ج ة)(2.٠‏ :6)2 2.4 (4 + 2()30 + م2)ة. 2 


هذه الدالة لها الصفات الثالية: 


نحم 9 ١‏ رك "0 )ىك 1 
ال-0 2 
ال" -[قانما 3 
وعندما 5-0 يكون: 20-60 
ع (لسا 
و21 حت لاضن 4 


والآخير هي الدالة المعممة ليبيسيل. 


دالة بيسيل تحقق المعادلة التفاضلية التالية: 
0ح نإ تي ارارم 


النوجد لابلاس )7 


سود 
ا كوا جما لامك 
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ا 
ا 
ا 
1 
ا 
ا 


الفصل الثامن. 1 ان 


5 2 1_1 
يم ع -[#ارقتاصة 


ظ ا 
0 3 0 9 5 


3 7 -[0)وت]مة 


إن استخدمنا علاقة تعريف دالة بيسيل من الدرجة + (0-+ هنا) كحل 
للمعادلة التفاضلية التالية: 0-(),2 /+()ئل + )4 1 
لنطبق تحويل لابلاس على الطرفين آخذين بالحسبان أن: 60-1 و 


0-(0)ئ. وبفرض (2)5 هو [()/إسل تجد: 


وبالاختصار تجد 9 
-68(7 32 
1 رت 

7 “بماك 00 


حر - مز بهم -(8) 2 ها 


306 


ا 
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يمكن تعيين الثابت ‏ من مبرهنة القيمة الأولية فنجد: 


6د سكس - (2)6 5 وروز 
- 5*0 جيزا 
ادم ها - )7 يروزا 
1 
ستكبد [(1) لأصط 
0 [)نام 
58 5 4 
وحسب خاصة التحاكي: 0 -[ققم) ,لياصا 
من أجل حساب [(),.5 حيث ()7. دالة بيسيل من الدرجة الأولى نجد 
من الخاضة: )لد لوك 


[(0,ن - [مام ناس كل سد ]دم ]مه [ه) امد 


اموي اه 
0 1+ة2ولي 
الصيغة العقدية لتحويل لابلاس العكبسي: 
بَفرضٌ حر - رج عندهاتعطيٌٍ الصليغة العقدية 
+5 
وي "زوه 
لتحويل لابلاس العكسي 8< )ب أت ا 2م 
8 مدق 


00م من أجل .0 > ,هذه الصيّغة'تعرف.أيطناً بصيغة بروموينش. 
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الفصل الثامن تحويلات لابلاس 

إن التكامل السابق ينجز في المستوي العقدي (ر.م على المستقيم 
+ ويختار العدد 6 بحيث يقع على يمين كل النقاط الشاذة وهو من 
جهة أخرى كيفي وفي الطريقة العملية فإن التكامل السابق ينجز على 
المحيط التالي المسمى محيط بروموينش. 


م 


و 
إن التكامل السابق يصبح: ‏ /ل. ‏ (00'7)06 | السا] ذا 


مع 


م 


إن محيط بروموينش السابق 480734.يحقق ما طلب من المنطقة 7 في 
الساحة العقدية لإنجاز تكامل الصيعة العقدية لتحويل لابلاس العكسي. 
وحتئب نطَرَيّة'الزواسبَ فإَنَ هذا التكائل؟ 


| مهام إد م - زا 1 
4 


م 


حيث ,ه الأقطاب الواقعة داخل محيط بروموينش بالتالي: 


308 


التحليل الرياضي/ 3 / آنباب الثاني 


أرمم» "مي 27 ب 7-2 
5 5 
| مام “مدا م 
11 


تطبيق(8): 


أوجد تحويل لابلاس العكسي للدالة: 730 


هك 
اماد 


الحل : _نلاحظ أن أقطاب الدالة؛ ‏ 0- ,45 2رى ١‏ 7درى 


(87+1)م 


تع مجم معي ع عع سس مه :نمطي مس مده مص تعسحعع تح عب مس س ريصمو 
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الفصل الثامن تحويلات لابلاس 


ارده 17 ععمادرمط زه عملم ناصباء 
لتحويل لابلاس تطبيقات عدة: 
٠:1‏ حل بعض التكاملات المحددة. 
2. حل بعض المعادلات التفاضلية: 
3 حل جملة معادلات تفاضلية. 
4. حل المعادلات التكاملية. 


1 . يمكن استخدام تحويل لابلاس لحساب : للك 7)0"] - / 


0 


حيث يصبح التكامل 7 مساوياً لابلاس الدالة (50 من أجل م--8 


فمثلاً: م [هاه 2 عاضا ديه ضمت | -ز 
3 
0 حك 
0 سس 


لحو[ لاص - اللزامك ا - 1 
/ 


2 . تعطى المعادلة التفاضلية ذات الأمثال الثابتة ومن المرتبة « بالعلاقة: 
)7 -(ت,ه +20 رهج جم نبرمع 


310 


التحليل الرياضى/ 3 / إلباب الثاني 
حيث تعطى شروط البدء كما يلي: (د) 2*9 ,...,(ه)*2 ,(7)0 

معلومة كذلك الثوابت ,ه .. ,ره و الدالة (5/ معلومة. 

لنفرض أن 20 - [ذ)غاصد 

لنطبق تحويل لابلاس على المعادلة التفاضلية فنجد علاقة جبرية 
+70 وحدودية زر أي: ‏ (مر - 700 


ومنه قط أو - ورد قط مج 
2 20 
تطبيق (9): 
أوجد حلاً للمعادلة التفاضلية: +-()2 )32 -()"2 
2000-00-0 

الحل ١‏ جل - جم +ازم) -«) 2 هزه (م2-(مد-و جحو 
ها لست 3ج زم روث موي 
وبجيي -200 5ج - ووو ساسم 


07 ان - ١‏ 
حسب الصيغة العقدية نجد: لوي يأر -مه 


7 |مممر م 


المؤلفون ؛ د محمد تورشماه د. عازار الشايب د. شكري أبوعرايي 311 


تحويلات لابلاس 


3+ 5 4 
2 | 15+55 


005-- 


سم ا و 2 


7 

طحم 0 
في بعض الأحيان عندما تصبح رتبة المعادلة التفاضلية عالية عندها 
يصعب تطبيق الطريقة السابقة لأن عملية إيجاد (تفريق الكسر) جذور 
)رم عملية صعبة لهذا نلجأ لما يلي: 
التكن لدينا المعادلة التفاضلية المطلوب حلها مكتوبة بالشكل التالي: 

)ضيه + () 7 رمع ... ديج عجن وريه جر مار 

ولنفرض أن: (م” رن لاج اج ,20 ,(2)0 
كميات معلومة. وأن () هي الدالة المجهولة. 
تغير تسميه المجهول () لنحضل على ه معادلة تفاضلية خطية من الرتبة 
الأولى كما يلي: 00-70 


(70 - زاابء 
فاده وايد ١‏ | (اودء زا 


312 


التطيل الرياضي/ ؛ 23 55 
سورد | قاو قاد 


)7+ يديه 


يمكن كتابة جملة المعادلات السابقة بالشكل المصفوفي كما يلي: 


ليم ال 


0 ]1 0 0 0ت 0 ] 
]| || 6 هد هب ف]| مم 
إلى 1*0 اليد 0 د 
,2 
الل نل 5 > الا 
وهذا يكتب بشكل مختصر: 800 +() - (0د حيث: 
0 اليك 8 
مد 1 :5# أ 
0-2 2 
غم 3 هد * 
0 0 
-8)00 اسان 
لخدا 8 
لنطييق على المعادلة التفاضئلية الخطية المصفوفية الأخيزة تحويل 
لابلاس فنجد: إلماض ادي[ ١‏ [)حاصلا - إ(ا ”دادر 


ا ا 
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ا 
/ 
ا 
/ 


القصل الثامن .ا تحويلات لابلاس 
١ 900‏ 0 ره - رمد - رمام 5 
حيث: (م) ور - [لمسامة 


(ماثر “مهام 


200 إن )(قكود (0) 


, © | |008)د 
000 "2]) [©)ء 
)جر + رمه - وماج د بد 


[(») قر + زم - روم جر [ه - نكا 


1 0أم6 


6 16 
المصفوقة الواحدية من الدرجة , ١‏ 1 1 
[8)0 +ز0)س] “م ٠.‏ 7ى] - رميز 


وبأخذ التحويل المعاكس للطرف الثاني تم اختيار السطر الأول منه نجد 
الدالة المجهولة (2)00. 


314 
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تطبيق(10): 
أوجد حل المعادلة التفاضلية العادية الخطية التالية بعد ردها إلى معادلتين 
اتفاضليتين خطيتين من المرتبة الأولى: 
0< + درير/ة 2 + 200-32 
حيث 0 - (2:0 : زق/ة 
الحل : لدينا - رد ومنه ()جد - ()ايد 
+ رد + ,«2- > (4) يد 
الإماخ1| اشام 
اما 
بتطبيق تحويل لابلاس على المعادلة: 
(80 + زنط هك - 260 


نجدة |هم8 +0 ١‏ 47- نكا - وه جر 
حيث: ]س1 - نيز 


[ ضام - رعاقر 


2ن 


ع ااا يي 0000 
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الفصل الثامن ١‏ تحويلات لابلاس 


3-3 1 


11-2 6-0-2[ تررم 
3 د "[م درن 


3 


0 
-[(8)0 + 0ن ] 
ل لقصه 
6-0-5 2-مناد» 
ير 
1 ِ 8- 


|| -م0ةن رتدمردىم 
#سطسراد ير _ 
2مك 


: يم 


(2-ك)ز1- )م 


5 . 5-598 1 لك َس 
اجيلجم] ماد وا -ه2 


1 م1 - () ,]1 )2 


ا ابر العامة ' و 
علي امه | رك] ]علد ]مله - 


بتعيين الثوابت بالطرق المعروفة نجد: 


316 


6 8-1 3 يك 
4 4 
مسزم ول جد 3بي). 20 
3 . حل جمله معادلات تفاضلية خطية: 
إن حل مثل هذه الجملة يعتمد على الدالة السابقة وليكن اتباع الخوارزمية 


التالية: 
أ .نطبق تحويل لابلاس على كل معادلة تفاضلية من الجملة السابقة 
(وهي بأكثر من دالة مجهولة). 
ب .نحصل بذلك على جملة معادلات جبرية بعدة مجاهيل نحلها 
بالطريقة المناسبة. 
ج . نطيق مقلوب تحويل لابلاس على الحلول فنحصل على حل الجملة. 
تطبيق (11): 
حل جملة المعادلتين التفاضليتين التاليتين: 
املق - 100 - (21 
اعت ع ر) 3 + 210 


حيث 1 -(0/لا - (2/0 


الحل : ١‏ سكسا - [ذ) اس[ ]ص1 


الؤلفون ؛ د.محمك ثور شمه د. عازار الشايب د. شكري أبوعرابن 2317 


/ 
1 
آٌ 
ا 
ا 


الفصل الثامن تحويلات لابلاس 


بالإصلاح نجذ : وبي هاا م2 
و كذلك بالنسبة للمعادلة الثانية :1 ونن]مة -ن[() داجيا +[ ]ص1 


30 )حآر 5 - ج20 را 5 


200 1 1 
عحسب - 0م +200 
ولحل المعادلتين الجبريتين ب تلر,(ه) ير نجد: 

الات ين 

7 262+ > 

0 

2) +1( 6 23 


وبأخذ التحويل المعاكس للدالتين السابقتين نجد: 


2760-2 


-) يز 


1 4 1 1 
اماك م العسس)ب > ( مجامج + نا اماع 1 202 


8 


0 لكمنى جتنا ا 0 ا 1) 5 


1 . 
ندم أ وا» مسذعط - ود بك 30 | ل زو جعاد 
2 
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1 
1 
ا 
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50 مم 14 ا )- 


(م)ن زاج بويت جاص 1 )ند 


4 . حل المعادلات التكاملية: 

نعرف المعادلة التكاملية لدالة ما ()2 بأنها علاقة تحوي الدالة ()/ 

ومشتقاتها المختلفة وتكامل تلك الدالة مع غيرها من 0 إلى / مثل 
المعادلة: 2700 84,941 أعدفاقها 
تسمى الدالة (6,)م نواة المعادلة التي تسمى بمعادلة فولتيرا أما إذا كان 
شكل المعادلة: ‏ ()5 - 80.,9(7)6(08/ 0 +1 
0 
حيت ون ثوابت و ري كما في المعادلة السابقة دالة معلومة فإن هذه 
المعادلة تدعى بمعادلة فردهولم من المعادلات التكاملية الهامة المعادلة 
الخاصة الثالية: ‏ 0-8(7)0(948/ 1 7 -2)0 
0 

وتدعى معادلة فولتيرا من النوع الثاني أما إذا كان لها الشكل: 


1 
0-0 درام 
0 
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الفصل الثامن |.تحويلات لابلاس 
فتدعى معادلة فولتيرا من النوع الأول. 


إذا طبقنا تحويل لابلاس على معادلتي فولتيرا نجد على الترتيب: 


وكذلك : 


حيث ماما - 800 د لاقام دهاج 
[مصاصة - »)م7 

تطبيق (12): 

أوجد حل المعادلتين التكامليتين 


مزع" “نه | د رن 
5 


تصذى - ممز) 2( - 0ك ] - رماي 
الحل : لحل المعادلة الأولى نطبق تحويل لابلامن فتجد: 
| 00 “عل أميا - 1ن ]و1 


0000 
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الباب الثاني 


7 
2 5 --2 26 
(» (رعة ست 01 سوا 
وإذا طبقنا التحويل على المعادلة الانية: +جلي - 2000 بان -(2708 
5 وج ١١‏ لضي 
(«رة 20 دي - 52080 راغ - ا 2 


تحويل: 2 وعلاقكة بتجويل. لابلا (:م1عمه7-17): 
تعريف(5): 
التكن [.م) متوالية أعداد عقدية نعرف تحويل 2 ل[,6) 


كما يلي: ولا - ماه 


حيث :: متحول عقدي. إن هذا التحويل موجود وهو سلسلة لورانت 
وهي متقازبة من أجل 2]<1|.. يرتبط هذا التَخويك معاتحويل لابلاس 
بالغلاقة التالية: 


ا ا ااا 0000 
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إ[ممام1 بشم |- ماد أي تبدل 2ج كن 


دم 


فنلاحظ أن ,ه )4 من أجل 1+م>+ > حيث ...02 -م 


8)0 


20 1 
1ه‎ ١ 


[(1-2- (ا- #)تكاره + [(1- )نآ- (اساره - اه 


...+[(3-)17-(2-غ)ناايهمم+ 


وبأخذ تحويل لابلاس نجد : 


لباب الثاني 


ا 


مه -[()ماسا 


0 
[ل)مامة 2 يعد مدير 


بفرض “م > 2 حيث |1>|2 


(امماسجق) ِ 5 


|م جك 0ه 
ا . 


وهو المطلوب. 
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تمارين محلولة 
1 . احسب لابلاس الدالة: 
2024 
رمد لإمار ]-70 


الحل : نأخد لابلاس الذالة: /مز)/” عر - [نا#ام/ 


000 1 ات 
0 0 


ال عل 


م2 
8 اك د 


2- اصب لابلاس الذالة؛ 


0 3 + ومله+ هه - را 


الحل : نأخذ لابلاس الطرفين : تي + ب حش [رمعامه 


ص 


3. احسب لابلاس الدالة: سم 8ت ون 


الحل :نأخذ لابلاس الطرفين : 


ع ”امد ة[ماصامة 


4 . احسب لابلاس الدالة: ()لا)ومه.*7- )75 
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الحل :لدينا الدالة : حم 7 د زر 
تأخذ لابلاس الطرفين ١‏ ()()" -[)دم)””سيامة 


نطبق خاصة الاشتفاق 1 إكي)-[سعامد -[م) عم ةباصا 


ك3 
0+2 را 2ي) 


- اام +2200 - تت م 
+ / 
(2- ع2 _ عه مدر امد ممه نم2 م2 
تنو م لزتوسمييج ثم + 0 


م #>0>4 اضذكر 

5 : 3 5 

5 أوجد لابلاس الدالة الدورية: ير ,ل + ا 00 
الحل: نلاحظ أن دور الدالة +2 - ,7 


3 
وم 


نأخذ لابلا .الدالة : يوك يقد رار 
1-4 


. مدعا" ]دل 
نأخذ التكامل التالي : 0 


اجيس تس مع ومع م سمه وعد سدع بوسح بح م مص حمس ب و 
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1 
ا 
ا 
ا 
ا 
ا 
: 


١‏ دمن) - يأك ملق دير 


رو ع يل "ع 


07 200 
اع "3 علد اكير 
4 ,| * 
عي 0 
0 
١ 4‏ لك ٠‏ ح ريك +جم0 - ريا 
م لمن ل حرق كع 


لك اطا ل ع إن وومزه د رآ 
5 


3 


مور دير 
0 


م 


الشركة 00 
تعوض/ في لابلاس الدالة 4 307 مو تي )لأس 


التحليل الرياضي/ 3 / الباب الثاني 
5 ليد 
0 
6 . احسب التكاملين التالبين بواسطة تحويل لابلاس: 
أولاً: التكامل التالي : 


- إ(اطاصية 


عل وده “م1 | ل 


الحل : نلاحظ أن : دي [(ق)ن اهم بأصل تل 


اعتماداً على لابلاس مشتقة دالة : 


ب 1-25 
بالاشتفاق مرة واحدة تجد + 5212 
اق مرة وأحدة نج 0 


لد 


10676 16 


ثانياً : التكامل التالي: 
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1 2001 
مجم []- 


3-8 


كما - 


5+3 


7: حل المعاذلة النفاضلية الثالية بواسطة تحويل لابلاس: 
()» - )2 +( م + )2 

2)0( - 0-2  ثيح‎ 

الحل * 

نأخذ لابلاس الطرفين : 


ُ - إفاصط +[*2اصا +[ ]ص1 

و 

تستخدم خاصة الاشتقاق : 
2و2 + )2 -( 7 5 +(2')0-(2)0د- رم 2ه 
5 


جود + - 31 + )8 2 
8 


13 37 حل _شمك 
2 3 


270 


اع در 2 
إجو+ة, ب (ل+و+دييى 


ميسج سوه رم نعطت هه مسد مع بس سمه مس عع سس ص جح وي 
228 


ظ 
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بالمطابقة تتعين الثوابت 0 2-.-© ,8-2 :4-2 


2 2_2 


تأخذ لابلاس العكسي للطرفين : 


(غان تكسم ٠.‏ 2 ]مان 
بد كما 3 . 
0 لمعته 0 ممم 3 ملعك ع 


فالحل الخاص للمعادلة التفاضلية المعطاة هوة 


59 كسك 0 1 200 


8 . احسب تحويل لابلاس العكسي للدالة: 
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ا 


آٌ 
ا 
1 
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(قدمة _جلجمه 
0 

نفرق الكسر : | 


بشرعكىه 
5+4 45+ 


افع 


170- 


ديم 


- ويم "47+ بويا - ماه 


7 

>- دض مده |جيزا- به 
5 

ل لكك 7 

4ج 1 


نأخذ لابلاس العكسي للطرفين + 


مده 1 “مط - ا 
544 


١ل‎ ١ 
+4 
وميه عع ه)-‎ 
حل جملة المعادلتين التاليتين:‎ .9 
2:0) - 2.2) 0)ل3-‎ 
زعا ب زاة‎ - 2 
: الحل : بأخذ تحويل لابلاس للمعادلة الأولى‎ 
ا لاصلة -[()شاصلة »ره هام‎ 
[()اصله- )لا إمرا - [عاا'صا‎ 


5330 
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2700-0 3+ه) 20-20-22 5 
8- زمات دنم جرم 
كذلك بأخذ تحويل لابلاس للثانية : 
واج - اع > (م)لد - ايز 3 
3 و نم رز للدم 


كتحل المعادلتين الجبريتين ب) 0(,2)”آر فنجد: 


7ف 7لدمق 


ل 
صدية . هفية َ 
0-1 
- 8 
2-5 الكت 1 يذروبر 


نأخذ لابلاس العكسي للطرفين ؛ 
("مة + "م0) - )عر 


وده وحه مح 2 


نأخذ لايلاس العكسي للطرفين : 6)» رمك + “ع3) - )2 
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الفصل الثامن تحويلات لابلاس 
إن 200 و (0* هما حل جملة المعادلتين . 
0 حل المعادلة التكاملية التالية: ‏ -سزع ]20-2 


الحل : ليصف له [لمماصة 


01 2 
لء ة )ناجم 


نأخذ لابلاس العكسي للطرفين : 


-[0) ]مط 


الك زف ساك 3م 2 - 204 
0 


دب« 


)ررق تع ا[ 2 
0 


ويحساب التكامل 7 بالتجزئة مرتين نجد: 


(توم جغنط 5)- 
5 


ما وم سامنى)- “معد ماج 
وهو الحل الخاص للمعادلة التكاملية المعطاة : 


23232 
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9. المعادلات التفاضلية الجزئية من المرتبة الثانية 


وطرق حلها (المعادلات ذات النمط الزائدي) 


10 المعادلاث ذات التمط المكافثي 


11. المعادلات ذات النمط الناقصي 


1 771717171 101ل ا 0 0ك 
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الفصل التاسع 


المعادلات التفاضلية الجز 


لية 
234 
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الفضل التاستع 
المعادلات التفاضلية. الجزئية من المرتبة الثانية 
عل'ذه تلمع ء 35 زه كترهأامناوه أمألد 011727 لمتاروطم 
مقدمة: 
إن موضوعات هذا الفصل ترتبط ارتباطاً وثيقأ بدراسة مختلف العمليات 
الفيزيائية التي تدرس مضوعات نظرية المرونة والكهرديناميك وغيرها 
من المسائل التي تشترك بالجوهر وتخئلف في نطاق التطبيق. 
تعتبر المعادلات التفاضلية الجزئية معادلات رياضية فيزيائية وحلها 
الرياضي هو حل للمسائل الفيزيائية والهندسية الميكانيكية و الكهربائية. 
سوف نعرف المعادلات التفاضلية الجزئية ثم نصنفها ونضرب أمثلة 
على أنواع شهيرة منها تدرس بعضها بالتفصيل والبعض الآخر بإيجاز. 
تعيف (1): 
المعادلة التفاضلية الجزئية بمتغيرين مستفلين: هي علاقة تربط بين دالة 
المتحولين (بر,ع)/) ومشتقاتها الجزئية من المرتبة الثانية كما يلي : 
0-( يرو ولا رونا وبوونا:تزنار ونا (لرمال) / 


إن المشتقات الجزئية للدالة (بر, )57 من المرتبة الأولى والثانية على الترتيب. 
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الفصل التاسع المعادلات التفاضلية الجزئية 
ا ل 
إذا كان شكل المعادلة هو التالي: 
0ت( تاو رلا (طل,:د) لاط )”+ بورلة© + رور281 مرتلا 
نسمي () معاهلة خطية بالنسبة لمشتقات المتحولين د , “رحيث إن 


المغاملاث'..., 4,8 تابعة للمتحولين + ,نل وعلنئ المشتقات ١‏ 
ذعيت المعادلة معادلة شبه خطية. 


كما نسمي (0 معادلة خطية بشكل عام إذا كانت خطية بالنسبة 
للمشتقات من الرتب العليا وبالنسبة للتابع 7] ومشتقاته الأولى كما في 
المعدلة الثالية: 

١ )2(‏ فاط + (برمع) 00 جر نايك جيرنا ,دج رور لقت خرورل28 +بورتتا 
حيث المعاملاث جميعها دوال للمتحولين +«, بر فقط ؛ وعندما تكون 
المعاملات في (2) غير متعلفة بالمتحولين +رير تسمى المعادلة خطية 
بأمثال ثابتة وإذا انعدم (/ سميت معادلة متجانسة. 
إن جوهر الحل هو إمكانية تحويل المعادلة التفاضلية الجزئية إلى معادلة 
تفاضلية جزئية بسيطة وفق تحويل ما (له تحويل عكسي) غير شاذ. لن 
ندخل كثيراً في هذا المدحى وسوف تعتبر أن هذا التحويل معروف لدينا. 
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مثال(1): 
بين نوع ومرئبة المعادلة التفاضلية فيما يلي : 
1 06سبرعية 1+ (مر,عر)نا ,3 جب نار» +جيركا 2+ بررلةم +بورلكة حيمرلا 
2 6دبرع+ يرلا , 4+ روولا9+ رورل21 +بورثا 
3 «زبر,د )نا ونا ردونا 7جمررلة3+ بورلة3: 
الجل : 
٠1‏ المعادلة الأولى تفاضلية جزئية مرتبة ثانية غير متجانسة وذات أمثال 
2. المعادلة الثانية تفاضلية جزئية مرنبة ثانية غير متجانسة ذات أمثال ثابتة . 
. المعادلة الأولى تفاضلية جزئية مرتبة ثانية متجانسة وذات أمثال ثابتة . 
المعادلات التفاضلية الجزنية من المرتبة الثانية والتمط الزائذي 
يصانفنا هذا النمط من المعادلات عند دراسة الكثير من المسائل 
الفيزيائية المتعلقة بالاهتزازات وأبسط أشكال هذا النمط هو: 
بورلا ء بورلا حت ذاء رورلا- بيرلا 


هذا النمط يتل ,اهتزاز لبطلا رن فى متو شاقؤلي. 
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الفصل التاسع المعادلات التفاضلية الجزئية 
صياغة المسائل الحدية, " 
أ معادلة اهتزاز خيط مرن في مستو شاقوني 
لندرس هذه المسألة في المسئوي (8/),0,) حيث يمثل + محور 
الفواصل الذي ينطبق عليه الخيط ومحور التراتيب (-) /: الذي يتم 
وفقه (ووفقه فقط) اهتزاز حركة مستوية شاقولية . 
نفرض الشروط التالية : 

1 . الخيط متجانس له كثلة واحدة في واحدة الطول. 

2 . قابل للانثناء. 

3 . الحركة نتم في المستوي (+ ,6) و شاقولية فقط. 

4 . نصف الحركة بالدالة 0,») ') حيث ؛ هو الزمن و+ الفاصلة. 
ملاحظة (1) 
نقول إن الخيط قابل للانتناء إذا كانت قوى الشد الناتجة عن الاهتزاز 
بالخيط ذات محصلة مماسية فقط وهذا يعني أن الوثر (الخيط) لا يقاوم 
الانثناء » و يمكن أن تحسب قوى الشد الناتجة عن الاهتزاز (الاهتزازات 
صغيرة) وفق قانون هوك الذي يهمل عند استخدامه مربع السرعة (72) 
بالمفارئة مع الواحد الصحيح. 


3238 


| 
ٌْ 
٠ 
١ 
ا‎ 
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060 


5 
وحيث : طول الوتر. 
نحسب الاستطالة التي تحدث بالوتر (جزء الوئر ©م) اعتماداً على ما 


سبق. 
إن طول ألقوس في جزء المسقط يندر: يعطى بالعلاقة: 
عه - بد يدانا ال إدسق 
1 
أي بشكل آخر يمكن أن نعد د- ,0م -25 وفق هذا الاصطلاح لا 
تحدث استطالة لجزء الوثر المهثز في أثناء عملية الاهتزاز. 


وحسب قانون هوك ينتج أن مفدار الشد في كل نقظة غير متعلق بالزمن 
وهو لا يعتمد على الفاصلة > أي: 
أ قرم - و1 - 316 
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الفصل التاسع المعادلات التفاضلية الجزئية 


لنرمز بالرمزين :7,7 لمسقطي قوى الشد على محور السينات ومحور 
التراتيب أي: 

ون سبلت وشن و اكور 

1+ + 

)7ع د )"1ع نه مقو )1ت )يفك 
حيث » زاوية صغيرة وهي زاوية الماس مع محور الفواصل للمنحني 
,0 كا 
الندرس القوى المؤثرة على الجزء ,د,د 5 تؤثر على هذا الجزء قوى الشد 
وقوى خارجية وقوى القصور الذاتي ويما أنه لا يوجد حركة أفقية لهذا 
فإن محصلة مساقط هذه القوى الأفقية معدومة وحسب افتراضتا فإن 
الحركة شاقولية على امتداد المحور 8,:) '/ ولهذا يكون: 

(73- زيح)ةة جح (رج)7- )71 

أي 70-7 
وحسب القانون الثاني لنيوتن القائل بأن محصلة القوى المؤثرة تساوي إلى 
مضروب الكثلة المتحركة بالتسارع يمكننا استنتاج معادلة اهتزاز الوتر. 
إن مركبة كمية الحركة جزء الوئر 55 على المحور 0 تساوي: 


)م رت 3 
03 


2340 


ا 
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حيث م الكثافة الخطية للوئر 
إن التغير في كمية الحركة خلال الفترة الزمنية ,/- جك - /ك أي: 
7 
ا[(اره)نا-جيا,ع) ]لمم / 
يساوي دفع قوة الشد أي: ا -إوها :3 
لهذا فإن: امهم الكهان- ركنا 


/ 1] تسد( ن) 1 ٌ 0 )حل يد)هن‎  )3( 


3 
حيث (,ع)م تابع كثافة القوى الخارجية الخطية (المفترض أن هذه الدالة 
مستمرة مع 2 على طول الخيط /) وللاتتقال إلى المعادلة التفاضلية نفترض 
استمرار المشتقات الثانية للدالة (,د) 57 التي تأخد العلاقة الأخيرة. 
بعد تطبيق مبرهنة القيمة الوسطى مرتين نحصل على الصدورة التالية: 

- عددع زعام (“عارلة 


عدم “م ” ا(“ “ما لاوقا 


احيث: 
لوترياة مر “ام 
ونان عا عار 
آذ ل سس سس 
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الفصل التاسع المعادلات التفاضلية الجزد 
وبعد الاختصار وأخذ النهايات تنحصل على: 0 

(ا,م) در بلام - بريرنان1 
وعندما تكون م ثابتة نكتب: 

(نه) / + ربولا “حورلا 


حيث إن : ا 100 


وأن الدالة “ر هي كثافة القوة منسوبة لوحدة الكثل. 

وعند انعدام القوى الخارجية نحصل على المعادلة من النمط الزائدي: 
بويولا *ه حيرلة 

وهي معادلة اهتزاز وتر لا يتعرض لقوى خارجية . 
ملاحظة(2): 

يما سبق افترضنا أن الدوال المستخدمة تقبل الاشتقاق مرتين ولكن هذا 
لا يعني عدم وجود دوال لا تقبل الاشتقاق مرتين وتحقق هذه المعادلات. 
إذا أثرت قوة مركزية 0), في النفطة ,مد حيث . جد> ,<> ,د 
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كما في الشكل: 5 
0 


فإن المعادلة (3) تكتب 


-عتماه)] [ -عل ريما ,نا - (ريع) ,للأزقام [ 
3 


00 00 


فإن التكاملين في الطرف الأيسر 
من العلاقة الأخيرة يؤولان إلى الصفر عندما: 


ودج ود جد يدجارا 


وحيث إنإسرعات نقط الور محدودة 


5 
لهذا نجد: عابر ,0 - ر) ءانا - زع س1[ 
1 


2 
ا 
1 


وحسب مبرهنة القيمة الوسطى والاختصار على /ك (الاختياري) والانتقال 
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الفصل التاسع المعادلات التفاضلية الجزئية 


مس 


ِ ه (ابعادلا 


أي أن المشتقات الأولى تنقطع في نقطة تأثير القوة المركزية ولا يكون 
للمعادلة التفاضلية معنى وبالتالي يكون : 


ار . - (,0 - مجك - (0,1 + وند)بدل 
0 


وهذا يعبر عن مقدار الوتر في مند المعتمد على قوى الشد م7 وإلقوة 
المركزية (باركر ٠‏ 

ب معادلة الاهتزاز الطولية للقضبان والأوتار 

إن المعادلات الواصفة للاهتزازات الطولية للأوتار والقضبان و النوابض 
لها صورة واحدة ؛ ولهذا ستدرس اهتزاز قضيب طوله ؛ #2 > + > 0) 
منطبق على محور الفواصل نده ويمكن وصف اهتزازه بالدالة (,) نا في 
اللحظة + وفي النقطة ذات الفاصلة د عندما نحصل على إزاحة في هذه 
التقطة قتحصل حالة اهئزاز طولي على طول القط 
تساوي (0,) 'نا+ (حسب قانون هوك ومتغيرات لاغرانج تصبح الفاصلة 
د التي كان النقطة المقابلة لها في وضع اتزان). 

لنحسب الاستطالة النسبية لعنصر الفضيب ذي الطول + حيث إن 
بدايته 0ن 0 ,:ذ) ونهايته (() ,تدخانا سك +6. 
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إن مقدار هذه الاستطالة يساوي: 
[(مننا ججه]- [ترحة جين + حة] 
2 


(عاناة _ 
9 


1ك8 05 , وطمجعرلاد 


وعندما 6 ج .عك نجد أن هذه الاستطالة النسبية تتحدد فقط بالدالة 


(رلاء 
بفرض أن: (46 عامل المرونة (عامل يونغ) وبتطبيق نظرية تغير كمية 
الحركة نجد: عه(هام لكت نا -رون )را 


عتعصه)ط | جع ف[ط ىهم لزج - يدانا (يها | 
1 


حيث إن ,)م دالة كتافة القوة الخارجية قي واحدة الطول. 
وعند الانتقال إلى النهايات أي: 0ح بك , 0ه جك 
وتطبيق مبرهنة القيمة الوسطى نجد: 7).0- ,نام - 51 )كما 
وعندما يكون القضيب متجانساً أي( ,0م ثوابت نجد: 


مام 
امقاي ين تموسارة 
ارد 7 


حيث م وهي معادلة تفاضاية جزئية مرتبة ثانية . 
م 
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الفصل التاسع المعادلات التفاضلية الجزئية 
ج :معادلة اهتزاز خيط دون وجود.فوس أخارجية 
هي حركة اهتزاز خيط مرن مثبت الطرفين طوله / يهتز في مستو 
شاقولي ويزاح عن وضع توازنه في لحظة البدء 0-, ويترك بعدها حرأ 
سوف نفترض تحقيق الشروط الآتية: 
!.. الخيط متجانس له كئلة واحدة في واحدة الطول. 
2 ثقل الخيظ مهمل. 
٠ 3‏ الاهتزاز شاقولي فقط. 
لنبحث عن القوى المؤثرة على حركة الخيط (على طول 7 ك من الخيط 
حيث /د - ,/1/,8) ولنكن ,7 ,:7 قوى الشد عند ,344 44 على الترتيب 
ويما أن حركة الخيط شاقولية ققط إذأ مسقطا قوى الشّد على المحور مم 
متعاكسان مباشرة أي: 

دمت (جمار1 , » كم م1 


يحققان: '7- 6 ك0© زمر 


1 
(متساويان بالقيمة المطلقة). 

أمنا المسقطان الشاقوليان فهما: هذه 7 , مهاه ,2 

فلهما محصلة وهي: © «لقارة ٠‏ 6 1# 


اللسسيم سس .لبس سس 
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ومحصلة القوى المؤثرة على /ك هي المحصلة السابقة وصب قانون 
نيوتن بالتحريك فإن القوى تمثل بالمتجه . “]-ثر 

حيث م[ التسارع و ثثر القوة . 


وبالإسقاط : تام ح هدنك (2 - 0 اماكبلة 


9 
حيث م كتلة وإحدة الطول و دالة الاهتزاز_ (4,) ن).نقسم على :1. 


نآ 
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الفصل التاسع المعادلات التفاضلية ١‏ 


عد 
لد ف 


ومن معادلة الخيط نجد : كله مير 


م دعها- قروا 


كي اناق 
0 


ويتبديل العلاقتين الأخيرتين في المعادلة السابقة نجد: 


نقلي 0 نتاناة- (ريتشجحاناة | ١‏ 
20 13 تار 


قري 


وبأخذ النهايات 0 ج- بنك 
840 مر (مانة8 
ينناف 3# 

000 


أي 3 


حيف 001007 وهي المعادلة النمط الزائدي المطلوبة. 
5 ي 


د معادلة الامتزازات الكهربانية في النواقل 
ليكن التيار والكمون في موضمع :دولحظة / وسطاء القيار في ناقل 
كهربائي ولنرمز لهما بالرمزين / 7 على الترتيب. 


لنطبق قانون أوم على جزء من ناقل طوله4 يمكننا كنابة ما يلي: 
علاما لحيل + 1 دع 1 


348 


التحليل الرياضي/ 3 / إلباب الثالث 
حيث 8 , 2 هما المقاومة والتعريضن الذاتي في الناقل في واحدة 
الأطوال. وأما كمية الكهرباء المارة بالعنصر 4 خلال تغير زمتي/4 
فهي: 24 بر - ديك (ارنحة +ح)| -زابع)1] 
وهي تساوي مجموع كمية الكهرباء اللازمة لشحن العنصر +4 وأما 
الكمية المفقودة نتيجة عدم العزل الثام فهي: 

ان عه [ 21 + ,[2]- للغطه © سعط [(,ند) لاذلث + نبه) “أن 
حيث 0,0 معاملات السعة والثسرب الكهربائي في واحدة الأطوال علماً 
بأن: الكمية المفقودة متناسبة مع الكمون. .. 
من المعادلات الثلاث الأخيرة نحصل على: 


1 © + ,لإ برق 


4 
9 71-0 + راجيا 


والمعادلات الأخيرة ثدعى معادلتي البرق ومنها يمكتنا الحصول على 
معادلة واحدة تحدد الدالة 7 لنفاضل المعادلة الأولى من (4) بالنسبة 
للمتحول د والثائية بالنسبة للزمن ؛ بعد ضريها بالمتحول + وبالطرج 
يفتج : احيرا 67- ورا ماعسي 01 ونرل 

(مع ثبات المعاملات) نعوض في المعادلة الثانية من (4) عن ,لز 
فنحصل على: 


01 +8 0)+ اما يبرط 


اكؤلفون : د.محمد تورشمه د. عازار الشايب د. شكري أبو عرابي 349 


الفصل التاسع المعادلات التفاضلية الجزد 
ويصورة ممائلة نحصل على معادلة الكمون: 
7 © بلالا 6 +8 ©)جى 117 © حور 7 
وهما معادلتا البرق للتيار 7 والكمون ”/ وبإهمال 8 ,07 نتوصل إلى: 
2 2 7 
و هي معادلة تفاضلية جزئية من النمط الزائدي . 
الشروط الحدية والشروط الابتدائية 
يلزمنا وضع شروط كافية لتحديد حل وحيد للمسألة الفيزيائية المطروحة 
وحصب معرفتنا فإن للمعادلات التفاضلية العادية والجزثية حلول لا نهائية 
من حيث العدد ولهذا يلزم وضع شروط إضافية لأجل وحدانية إلحل وفي 
المعادلات التفاضلية العادية من المرتبة الثانية يمكننا إيجاد الحل بشكل 
وحيد إذا علمنا قيمة الدالة ومشتقها في لحظة البدء 2-0 وتسمى مثل 
هذه المسائل بمسألة كوشي ويمكئنا أن نصادف شروطأ أخرى فمثلاً في 
مسألة السليسلة تعطى قبمة الدالة الحل في تقطتين ريمكن للمعادلة 
التفاضلية الجزئية أن تعطى شروط إضافية مختلفة الصورة عما سبق. 
لندرس مسألة بسيطة وهي مسألة اهتزاز وكر مثبت الطرفين. تكن 
(,) 57 الدالة المعبرة عن الاحتزاز في وتر منطبق على المحور جه 
طول (1> :«>() مثبت الطرفين أي: 
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التحليل الرياضي/ 3 / إلباب الثالث 
ل ١‏ 7 نأ« ز,0) 10 

وحيث إن عملية الاهتزاز تعتمد على صورة الوتر الابتدائية (شكله في 

لحظة البدء) وتوزيع السرعة من تلك اللحظة 0-/ لهذا يلزم معرفة: 


مد تان 
6( 
0 2 - (مار)رنا 


حيث (0© , (تم دالتان معروفتان. 

إن الشروط السذكورة بالعلاقاث (6(,5) تحددان تماماً حل معادلة 
الاهتزاز ذات النمط الزائدي: ‏ يرجنا #معدررنا 

أما إذا كان طرفا الوتر يتحركان وفق قانونا حركة ما فإن الشروط الحدية 


خذ الشكل: ()مر - (0,1)نا 
تأحدافاكار 0 000 


حيت (6),مم ,()يدم دالتان معلومتان وتصاغ شروط ابتدائية وحدية بشكل 
مشابه لمسائل أخرى. 

ملاحظة(3): 9 إذا كان ما يهمنا هو دراسة الظاهرة خلال فترة زمنية 
صغيرة (بفرض أن تأثير الحدود غير جوهري) فإنه بدلاً من دراسة 
المسآلة الكاملة ندرسس المسألة اللانهائية بالشروط الابتدائية لمنطقفة 
اللانهاية. 


فإذا كان المطلوب حل المعادلة: .  )8(‏ (اىجد)*1+ عرلا م حبرل 
0 سر 
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الفصل التاسع المعادلات التفاضلية الجزئية 


حيث © >يعر>م د 6000<ر 


فإن الشروط الابندائية 


تصببح: 
للقي انكك 
[ض)س- رمكارلة 


0 > يد > يه 
وتدعى المسألة عندها مسألة كوشي 
وإذا كنا ندرس المسألة قرب أحد الحدود بحيث لا يكون هناك تأثير 
للنظام الحدي على الحدود الأخرى خلال فترة زمنية (الفترة التي تهمنا) 
فإننا نصل إلى صياغة مسألة وتر منطبق على المحور .هم مثبت أحد 
الطرفين والطرف الآخر يمتد إلى © أي أن الشروط الابتدائية تصبح: 


0< ونم - بن 
© > ع > 0 ض)ما- (0يعارلة 


وعند ذلك يتحدد طابع الظاهرة باللحظات الزمنية البعيدة [يشكل كاف 
عل نَلحظة البدء ] تحديّداً تامأ بالشروط الحذيةيلأنَ تأثير الشروط 
الابتدائية يضعف مع مرور الزمن بفضل الاحتكاك. 

تصادفنا هذه المسائل بكشرة خاصة عند وجود نظام حدي دوري يؤثن 
على وتر زمناً طويلاً وتصاغ مثل هذه المسائل (دون شروط ابتدائية) 
كمايلي: ليكن المطلوب تعيين حل للمعادلة المدروسة() وفق الشروط 
الحدية (7) التالية : 
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1 1 -00 000 
مام - (بلانا 


حيث - <7 7م 7>ع>0 بنفس الطريقة تصاغ المسألة 
دون شروط ابتداتية لمستقيم نصف محدود. 
المسألة العامة 


إذا أردنا حل مسألة معقدة فمن الطبيعئ أن نفكر في تحويل هذا الحل 
إلى حل مسألة أو مسائل أكثر سهولة ولهذا فإننا سوف نعبر عن حل 
المسألة الحدية العامة في صورة مجموع حلول لعدة مسائل حدية خاصة 
ولهذا لنفرض أن المعادلة: 


الاق _ ننه 


0# + )9( 


حيت: اعظد0 6إدي, مخز <-ز 
تحقق الشروط الإضافية التالية: 
لل ان انك 
7 


5 
3 


)ثم عرمم اا ١‏ ل سرمي 
من الواضح أن الدالة:. (لمى) "ل )الاج + (ابنا "ل 
0 
تحقق المعادلة (9). بافتراض تحفق الشروط الإضافية التي أطرافها 
اليمنى هي الدوال: 


0ك 
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الفصل التاسع المعادلات التفاضلية الجزئية 
عع ا لك 

مم - وهم 

سر - وبا بر 


أي أن حل المسألة الحدية العامة: 
0< ؛ 1 >< >0 ١‏ (بجها/ خيولة مدررلة 
وضمن الشروط : 
إفقاك 


() م- يهان 
ببد (ناجد) رلا 


| © نر - ,110 


يمكن أن يعبر عنه في صورة المجموع. 

عقوت + زا ,تقولا 1١‏ (1 رتاجلة + (! بازلا - زا 186 
حيث بلا ,لآ ,ج11 ,لآ حلول المسائل الحدية التالية: 
نقمي 1لئة 


اك 3 


2 


وما مككم_- 


وفق الشروط التالية : 


لن ٠س‏ يهيللب ا در جب يبب بيت 
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ا 
١‏ 
1 
ا 
1 


١ 
1 
ا‎ 
ا‎ 
ا‎ 
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60م - (زلمدارة] , 0 - (1, 1 يرت , 0 - ل , 0 )رلا 
(0بمرناة 
7 02 
0 - (0غارةا , 0 - را ,أارنا , (1) سر > زا , 0)رلآ 
دلاة 
2 
(6 م - (0ضد )ول ,0 > لا ,ا )رلا ,0 - زر ,0 إرنا 


ولاق 
0ت 
00 ف 


وار 


0 زناي) 


69م - (تا رداون , 0 - زا ,1 )يتا , 0 - زا , 6 )رلا 
3 دلا8 

نكيت 
ملاحظة(4) 
يمكن تعميم ذلك على دالة بأكثر من متحولين طريقة الأمواج المنتشرة 
(علامة دلامبير). سوف نبدأ بدراسة طرق تشكيل حلول المسائل الحدية 
المعادلات النمط الزائدي لوتر لانهائي وذي الشروط الابتداتية التالية: 

0 تائم ينا 


(00 غ] يام - زاجم 
اما - (0رد) ره 


لنحول المعادلة (10) (الأؤلى) إلى الشكل القياسي وفق المعادلة المميزة 


فنجد: 


لٌسٌشٌيًٌااعال ‏ وبيب يس 
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/ 
1 
1 
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الفصل التاسع المعادلات التفاضلية الجزئية 
2 2-0 ل تمسقر لو 

(21 4+ :)00 مد علد 
ودزي4 مدمل) , 0-(4 م6- علد 


هه 


+امسي جك مد 
4 


وده كود معد 
فإذا افترضنا متحولين جديدين. 
اد ع وو إه لج 


تتحول المعادلة (10) إلى الشكل 0- ررحلة 


لنكامل بالنسية للمتحول م فنجد: 
كار () */ حبرلا 

نكامل بالنسبة للمتحول : فنجد: 

]| لكك 

٠ 01(‏ تمارل+ وجي - «بعانا 
حيث (*)/ر,(),/. دوال للوسيطين + ,: على الترتيب. 
وكل منهما يقبل التفاضل مرتين وبالعكس إذا تحقق الشرط فإن (,م)57 
المحددة بالعلاقة (11) تكون حل للمعادلة 0 ح رملة. 
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إذا عدنا إلى المتحولات القديمة: 

فإن الدالة : (60 حار +(اه- ماي -(وموانا 

تعد حلا للمعادلة التفاضبلية: :10 يريا “خرن 

الفعين (م)برر, (7)ي/ بدلالة ()/ (8)) , نجد حسب الشروط: 


(:) م -()/ +م)ي رمحا 
020 
(-) سب( )ي/ » - نم ,ره -(0,حارلة 


وحسب تكامل العلاقة (2) نجد: 
(م)ه ميل وير 
عد قراس | مدوضا رز اير 


حيث ء ,بد ثوابت وبجمع المساواتين السابقتين ثم طرحهما نجد: 


إن 5 
كعمس | جومم 
-- 220 


7 2 1 
1 فنا 000-27 - نال 


0 
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ا 
1 
1 
ا 


الفصل التاسيع المعادلات التفاضلية الجزئية 
وبذلك نكون قد حددنا الدالتين (0,,)0)ير بدلالة الدالتين ,ب » علماً 
بأن (12) يجب أن تتحفق من أجل أي قيمة لمتحول مستقل لهذا نعوض 
في (/) نا عن (1)ر, )ير فنجد: 1 


نماي 1 0 1 


1 وير للعو سمو معام أل - 
8 2 


وهي علاقة دلامبير. 
ملاجظة(5): 

مما سيق وجدنا حل للمعادلة (المسألة المطروحة) وهذا يثبت وحدانية الحل. 
المعنى الفيزياتي: 


إن الدالة رمت المعرفة كما بلي: 

000 + زه - عام زه + م - 11 
الابتدائية وعندما تكون لحظة البدء ,» - »فلن (و/, لآ تعطي المقطع 
الجانبي للؤتر في تلك اللحظة وعند تثبت وبد > 2د تحصل على الدالة 
0) نه التي تعبر عن الحركة في النفطة يبد . 


وهي علاقة تعب عن عملية انتشار موجه الانزياح الابتدائي والسرعة 
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نلاحظ أن تراكب الموجتين: ‏ 0-ج)ي/ +(ه +>)رر 
يمثل حل معادلة كوشي للوثر اللانهائي إحدى هاتين الموجتين تنجه 
يميناً هر والأخرى يساراً (0+0/,.ويهذا نحصل: 


إلباب الثالث 


[ممسهم دوه جما - و13 


1 


[قم ع سحهه جح باج - (هسعارل 
5 1 
حيث : 2 - ديرا 


دراسة بعض الحالات.الخاصة 
1 .السرعة الابتدائية معدومة والانزياح الابتدائي معلوم )ب عندها 
يكون الحل: إمه مم عه جع)م] ِ لكك 
2 . الانزياح الابتدائي معدوم والسرعة الابتدائية معلومة عندها يكون 
الحل : [قه ع سر ومحم ساي - قبا 

5 
3 : السرعة الابتدائية غير معدومة وكذلك الانزياح الابتدائي عندها يكون 
الحل: 


3 -ب)/- زمه 3 + زه عم 00+ »م 2000-5 


ّ 
2 
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الفصل التاسع ‏ المعادلات التفاضلية الجزنية 


طريقة فصل المتحولات (طريقة فوريه) 
إن طريقة فصل المتحولات أو. طريقة فوريه من أكثر الطرق شيوعاً في 
حل المعادلات التفاضلية الجزئية وسوف نشرحها من أجل دراسة اهتزاز 


خبط مثبت من الطرفين. 

ليكن المطلوب حل المعادلة التفاضلية الجزئية. 
داك 

والمحقق للشروط الحدية   :‏ ()7.()لا -(ايد) لآ 


وحيث إننا افترضنا أن كلا من الدالتين 7 ,8 تتبعان متحولاً وحيداً هو »د 


+ , على الترتيب؛ نشتق الدالة (,») نه مرتين و تعوض في المعادلة 


وبما أن كلا الطرفين يتبع متحولاً مستقلاً و هما متساويان لهذا يكون كل 
#رء أرقا ف 1 

منهما تابتأ أي: ١.‏ (035 0< دم رك 

(سنزى لاحقاً أنه من أجل-4>0 نخصل على الحل التافه) 

من العلاقة (05)»نجد: 


ا ل يي يي ل 
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وكما نعلم من الشروط الحدية: 

0 -()0(.7) لد > (اره) نا 

-0) 17 
أي: نا وعد مال 
لأن 7/0.40 (عند الحالة المعاكسة نحصل على الحل التافه). 
ونتيجة تعيين (: نصل لمسألة بسيطة وهي حساب القيم الذاتية أو 
بشكل آخر المطلوب تعيين الوسيط 2 من أجل إيجاد حل غير تافه 
للمسألة؛ 

5 : لد الود 

تصمى قيم ‏ المعنية لهذه الحلول بالقيم الذاتية والدوال المقابلة لها دوال 
ذاتية (متل هذه المسألة تسمى مسألة شتورم . ليوفييل). 


الحالات المختلفة لقيم .: 
1 بفرض 0 >2 عندها يكون الحل العام للمعادلة: 0-ع ير ٠‏ "حير 


هن الشكل».: "الس ريق لاو رويك ا 


وحسب الشروط الحدية: .رن - حارن م 67-0 + ,م - (0لا 
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الفصل التاسع المعادلات التفاضلية الجزئية 
افده( لمعه مان قير 

ومنه معن د دمو 

أي أننا حصلنا على الحل الثافه وهو:. 0-()0-07,د)ن 

2 من أجل 0 - في هذه الحالة يكون حل المعادلة: 


مس 07 ريد عير 
من الشكل بن +ع رن - وملة 
ومن الشروط الحدية: 
01-0 1 ١ج ١‏ 0- ين - رمد 
أي 0 - ,) ومنه 0 -(266 


وبالتالي نحصل على الحل التافه وهو: 600-90 . 
3. من أجل 4<0 نجد: ‏ 0ع رم و حير 
ويكون الحل من الشكك: . + 2/«كي( +م لمهم رط - و)ة 
ومن الشروط الحدية نجد: . 0 - ,(17-(2)6 

١/210‏ ماقيط - )يز 


ومله لج 000007 
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افد اسه 


حيث + عدد صحيح أي هناك حلول غير تافهة وفق قيم #اء وهذه القيم 
يقابلها دوال ,5 حيث 


1 قر 2 رد 
حيث ,2 ثابت اختئياري. 
ليكن ,2 -/ عند ذلك نحل على حلول للمعادلة: 


10 
من الشكل -- #اكرق + به متا ياه - 2 
أي الحل المطلوب هو: كل ,77اقا - ججم ,نا( - 8 
5 5 
5 
©06 3 اه 9 | كف أعداق زهان 
0 1 0 5 
ه اليل هزيم 


وحسب الشروط المفروضة؛: ١‏ - جامد زنام)ن 
1 


ع د ان 
ا" 
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( 


1 
ِ 
1 
/ 
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الفصل التاسع المعادلات التفاضلية الجزئية 
أي نشرنا الدالة(:) م وفق سلسلة جيوب لهذا يمكن تعيبن الثابت ,ا 


كما يلي: 


1 
دك دجام 0 1 


من الشرط الثاني نجد: ‏ (0,: 


ذلا - فناس - ,نا 
1 


روم 0 


أي أن )ب أيضأ ينشر وفق سلسلة جيوب لهذا يمكن تعيين الثابت 
3 8 2 
كما يلي: عفد ل منكوم ارا إٍ - ,8 


2 


أو عام 1 متكوايا 1 0 


1 نا 


أي أننا عينا كل الثوابتث (,4. ., ,8) والحل أصبح جاهزاأ وفق ساسلة 
لانهائية (16). فإذا كانت السلسلة (16) متقازبة وجد الحل وإلا.لا يوجد 
حلول وهذا طبعا يعتمد على شروط نش فوربيه للاالتين. )م ,نت)س. 
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ملاحظة(7): 

يمكننا طريقة حل معادلة تفاضلية جزئية غير متجانسة ومن 
المرتبة الثانية كما يلي: (داول + رركا *مدررلا 


ولتكن الشروط الابتدائية والحدية من الشكل: 


باح زهرطرنا :لينم (00:0 

مله - إلآ- زار0)نا 

عه - بل : (إرانا 
ويكون الحل كما يلي : ١)‏ واناء (انيالة 
حيث 720 يمشل حالة الاستقرار نلوتر المعروفة وفق المعادلة 
(الشروط). 0- تير + )»21م 
أما الدائة (64 « فتمثل حالة الانزياح عن الحالة المستقرة وهي تحقق 
المعادلة المتجانئسة. ين # 10,2 
بالشروط 0- للد (0د نهم 

مانا-ف)م د وام عاك (نمن)م 
للك 


(أي الدالة .»)د هي الحل السابق). 
يمكننا أيضاً مناقشة المسألة ذاتها إذا لم يكن هناك شروط ابتدائية. 


مس سج سوسس جه بعس سس ص سس 
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التحليل الرياضي/ 3 / الباب الثالث 
الفصل العاشس 

المعادلات ذات النمط المكافتي 
عند دراسة عمليات الإيصال الحراري والانتشار الحراري تصادفنا 
معادلات تسمئ معادلات النمط المكافثي وأبسط أشكالها هو الشكل: 

ل 7 دك 

مسائل تؤدي: إلى معادلات ذات: نمط مكافني: 
لندرس حالة قضيب متجانس طوله / معزول حرارياً من جوانبه ورقيقاً 
بشكل كاف لتكون الحرارة واحدة في أي مقطع عرضي للقضيب. والشكل 
التالي يوضح انتشار الحرارة في القضيب. َه 
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للفصل العاشر. 5 المعادلات ذات التمط المكافني 


فإذا كانت ,0 ,رلا درجثي الحرارة عند طرفي القضيب فإن دستور 
انتشارها الخطي هو 
إن الحرارة تجري من الطرف الأكثر (سخونة) حرارة إلى الطرف الأقل 
سخونة وكمية الحرارة السارية خلال مقطع مساحته 3 في وإحدة الزمن 
تعطى وفق القانون التجريبي التالي: 
حيث + عامل التوصيل الحراري الذي يعتمد على مادة القضيب ولقد 
اصطلح على اعتبار التدفق الحراري موجباً إذا كانت الحرارة تنتفل باتجاه 


تزايد :. 


جو رلا قمانا 


إن عملية انتشار الحرارة في قضيب توصف بواسطة دالة 0م ن التي 
تعبر عن درجة الحرارة في النقطة + وفي اللحظة . 

لنبحث عن المعادلة المناسبة لهذه العملية وقبل ذلك لنحدد القوانين 
الفيزيائية المحددة لعملية الانتشار هذه. 

1 قانون فوريه: 

في حالة كون الحزارة على الفضيب غير متجانسة فإن انتشار المواضع 
ذات الدرجة الأدنى وتكون كمية الحرارة السارية في المقطع ذي الفاصلة 
<< وخلال الزمن ,دحي التساواة : , 75,4 00-2 


368 


التحليل الرياضي/ 3 / الباب الثانث 


85 لك 
حيث 2 
َك 


كثافة التدفق الحراري وهذه الكثافة نساوي كمية الحرارة السارية في وحدة 
الزمن خلال مساحة قدرها *»«ه / ويمكن فهم هذه الكمية وفق العلاقة: 


0 دو 


47 4 
02 د 04 0 


وعندما يكون القضيب غير متجائس فإن المعامل 6 يكون تابعاً لبد أي 
شكلة 10 
2 . معلوم في علم الحرارة أن كمية الحرارة اللازمة لرفع درجة حرارة جسم 
ما متجانس بمقدار بيه هي 

سك لآم د بط .مح - 0 
حيث © تمثل ألسعة الحرارية النوعية و< كتلة الجسم وم كثافته و 7 حجمه. 
ويمكننا الحصول على تعلاقة تكامليئة لكمية الحرارة 0 لكتلة مخددة 
بالنقطتين ,> .د كما يلي: 2 (8) ع رجدو 0 
3 :من المعلوم أنه يحدك امتصاص لانتشار الحزازة داخل القضيب 
(مشل حالة مرور تيار كهربنائي أو نتيجّة تفاعلات كيميائينة..الخ )» 
لنفرض أن (// هي الدالة الممثلة لكثافة الحرارة المنبعثة من النقطة ع 
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القصل العاشر - المعادلات ذات النمط المكافني 


في اللحظة ؛ وخلال فترة 0# تنبعث حرارة من القطعة ذات الطول ع 
.تساوي: 
اناعدل (ا ,)”1 9 - 00 


(09 اموصمام] 0 -0 2 


1 
حيث () هي الحرارة المنبعثة من الجزء (و< ,ر/ خلال الفترة (/ ,,0. 
فإذا استعنا بالعلاقات (19(,)18(,017) وقانون حفظ الطاقة يمكننا كتابة: 


عد 22 
لمع ع | 
عت إل 


7 


ب 
لبعد عر 
ع4 مبرصدرا 


أاعحما 


عك [ك مدر «اظاسابه أ - لعفف باط ل 
وهي الصورة التكاملية لمعادلة التوصيل الحراري وللحصول على الصورة 
التفاضلية تفترض أن (7,) /ا تقبل التفاضل مرتين بالنسبة للمتحول د 
ومرةٍ واحدة بالنسبة للمتحول / (بعملية التفاضل قد تخسر بعض الحلول 
ولكن في حالتنا هذه هذا غير موجود) . فنجد: 


1 


حك جربي آل قانا- جر كسمه - ضعدوا ,ري" 


37 
لكينه) -4 
عه 


2 
<6  )ك0(‎ 
2 


2 
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وباستخدام نظرية التزايدات المحدودة نحصل على: 


> اننظ( ,)"1 ددذلكة 5 
: 


3 
محم 0 ممظم أ 
لاا 8# ِ 


حيث ود ,وعد ,زد روك ,»/ ,وم نقط وسطية في الفترة (ه< ,,:م ١‏ (م؛ ,,4) على 
الترتيب. و بعد الاختصار على /ك نلك نجد ما يلي : 


وبالانتقال إلى الزيادات نجد: 


ه] 


)20) 2 م مع( 
جح حالات خاصة 
1 . القضيب متجانس عندها تكون م ,0 ,+ ثوابت وتأخذ 


المعادلة (20). الشكل : 


(لود) ل خبريرلا 6 > إلا 
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ا 
/ 
/ 


ا 
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الفصل العاشر المعادلات ذات النمط المكافني 
يسمى *» معامل التوصيل الحراري وإذا انعدمت مصادر الحرارة 
(80-0) عندها نحصل على المعادلة: 

جلا مسرلا 
2 . إذا اعتمدت مصادر الحرارة فقط على درجة الحرارة عندها يخضع 
التبادل الحراري.لقاثون نيوتن (التبادل مع الوسط المحيظ) وتكون كمية 
الحزارة التي يفقدها القضيب في وحدة الأطوال ووإحدة الزمن من الشكل: 
© - بم # :- و حيث (؛ :م © درجة حرارة الوسط المحيط و/ معامل 
التبادل الحراري ويذلك تكون كثافة مصادر الحرارة هي: 

(© - لقال - زا منار > كر 


حيث :7,0 هي كثافة مصادر الحرارة الأخرى وإذا كان القضيب 
متجانساً فإن معادلة التوصيل الحراري مع التبادل الحراري الجانبي تأحذ 
الصورة: (لد) [ + لايه-يريرنا “مس هله 

حيث 2 - »او #/دالة معلومة. 

3 . وآخيراً إذا درست حالة التوصيل الحراري خلال فترة زمنية كبيرة فإن 
هذه المعادلة تصبح معادلة شبه خطية. 


312 


التحثيل الرياضي/ 3 / الباب الثالث 
ب . معادلة انتشار الغازات 
في حالتنا هذه عندما يكون الوسط (الوسط الغازي) غير متجانس التركيز 
فإن الانتشار يتم من المنطقة ذات التركيز الأعلى إلى المنطقة ذات 
التركيز الأدنى (و الشيئ نفسه. يمكبن أن يحدث في المحاليل غير 
متجانسة التركيل). 
التكن لدينا أنبوبة مجوفة أو مملوءة بمادة مسامية مع افثراض تركيز 
للغاز في مقطع الأنبوبة في أي لحظة هو تركيز وإحد. عندئذٍ فإن عملية 
الانتشار يمكن وضعها بالدالة «,) 57 التي تعبر عن التركيز في 
المقطع + في اللحظة الزمنية ؛ (هذا التركيز يتبع د). 
وحسب قانون نرنست تكون كثافة الغاز المتسرب خلال المقطع + وفي 
الفترة /ك محققة للمساواة : 

5 7د شكزي هوه 


حيث لكايه 
23 


و أن 2 .معامل الانتشار وق مسطح (مسامه) المقطع (/)/1 كثافة 
التدفق الانتشاري وهي تساوي كتلة الغاز المتسربة في وحدة الزمن خلال 
وحدة المساحة ووفقاً لتعريف التركيز فإن كمية الغاز في الحجم 7 تكون 
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1 
:. 
!| 
ا 
ا 
١‏ 
ا 
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١‏ ل المعادلات ذات_التمط المكافني 
ققة للمساواة : .لا - © 
من هنا يمكننا أن نحصل على تغيبر كتلة الغاز في منطقة الأنبوب 
المحددة بإيند ,ز6/ عندما يتغير التركيز ب/نك كما يلي: 
95 
ناحواك | - ييه 
ٌ 
حيكخيررة)0 معائل المسامية, وتكون معايية كؤإزيةكتلة الكل من تلك 
المنطقة خلال الفترة (دم ,,) هي: 
3 ا 
01 زف رمم - مه هه د 


عة [(ابعانا- امامت 5 9 
:5 


وبمناقشة مشابهة لمااسبق في الفقرة السابقة نحصل على: 


قم كه 
2 
3 هه اع 


وهي معادلة انتشار الغازات وهي كما نرى مشابهة لمعادلة التوصيل 
الحراري (باتعدام مصادر المادة وانعدام الانتشار عند جدار الأنبوبة). 
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ج ١‏ انتشار الحرارة في الفراغ 
يمكننا اعتبار الدالة (,,بز/1] دالة معبرة عن درجة الحرارة في نقطة 
,د16 في الفراغ في اللحظة / وتكون هذه الدالة إشارة مميزة لانتشار 
الحرارة في الفراغ فإذا كان الوسظ غير متجانس حرازياً نشأ تدفق حراري 
من المناطق الأعلى درجة إلى المناطق الأخفض درجة. 
لنفترض 42 سطح صغير يحيط بنقطة ما (ي «: يه 6 34 من الفراغ 
وليكن بر شعاع الناظم على هذا السطح إن كمية الحرارة التي تخترق 
السطح 4 خلال واحدة الزمن يعبر عنها وفق قانون فورييه 
بما يلي : جف كلل - 4زم 14-07 
بشكل آخر يمكن أن نعبر عن هذه الكمية بقانون فورييه 
رز[ 

يت 17 هي كمية شعاعية تمثل التدفق كثافة التدفق الحراري وسوف 
نعتمد في دراستنا على كون الوسط متشابه وأن + كمية سلمية. 
ليكن 7 حجماً محدداً بالسطح '3 إن معادلة التوازن الحراري للحجم / 
خلال الفترة ,0:7 -+4 تكتب على الصورة: 

قل لكل )نا - زيل لفاتقام إل 
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الفصل العاشر 8 0 المعادلات ذات النمط المكافني 
0 إ[ا»! دمن زه 


هذه الصورة تعبر عن قانون حفظ الحرارة في الحجم ”7 خلال الفترة لد 
والذي يقول أن كمية الحرارة في الحجم /ا خلال /ك تنتج بسبب تدفق 
الحرارة خلال السطح 5 (الحد الأول من الطرف الأيمن) وكذلك من كمية 
الحرارة المنبعثة من الحجم ”7 خلال الفثرة 1, نتيجة مصادر الحرارة حيث 
(,ز:, )24 نقطة 6 :01 4# - ,41 و 02 السعة الحرارية لوحدة الحجم و 
,11 التدفق الحراري الناظمي. للانتقال من (20) إلى المعادلة التفاضلية 
نفترض (77/144 دالة ثقبل التفاضصل مرتين بالنسبة 84 ومرةٍ وإحدة 
بالنسبة للمتحول + وأن هذه المشتقات مستمرة وحسب علاقة غوص أو 
ستراغرادسكي : ع هه | - عفرلا 

1 2 


فإن العلاقة (21) تصبح, « ,لا [(ا ,ص )نان ركه تقامه َال 
عير( ,)ل أ جل لاك لامقة لله ٠‏ 


وتطبيق"تظزيلة القيمة لوطي ونظريلة'التزايدات المتشدودة للَتوَال ذات 
اليتحولت الكثيرة نحكلك»ظلى؟ 


داقن لاجف] سل ري له 


ا م 


3216 


ا 
1 
ا 
١‏ 
ا 
/ 
ا 
ا 
ا 
ا 
ا 


التحليل الرياضي/ 3 / الباب الثالث 
حيث ,؛ ,:؛ ,,1 تقط وسطية من /4 و ,84:,8/:44 نقط من الحجم “/ نثبت 
2/6 ذاخل مركن للحجم ولج :واي على 7 .لك 
تلح ررق )اقلت - ووب بره ون 


نعوض عن 1 مجع ع- - إلا فنجد_ 1+( مير »)918 - رئظ من 


ُ ا 0 
م 
53 6 وهي معادلة انتشار الحزارة المطلوبة. 


ملاحظة(8): من المفيد ملاحظة أن المعادلة (22) يمكن أن نطبق عليها 
شروط حدية وابتدائية مختلفة. 

طريقة قصل المتحولات: والمعادلات: ذات: النمط المكاقئي 

لتكن المعادلة ذات النمط المكافني:  )23(‏ (1ت)ثر +يرجنا “م وله 
حيث 0 : برعيان 


والشروط الابتدائية وإلحدية التالية: > > 0). م 0ه -(0.نا 
0 )مانا ١‏ قا مانا 


لنبدا بحل المسألة البسيطة (عند كون المعادلة متجائسة). 


2 ا#عع 0 تعيعه ”برلا 6د رلا 
0 - ا ,ةل - (ر0الآ 


0 
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ا 
ا 
ٍ 


لنفرض شكل الحل  :‏ 500 700 .60 در 
5006 1 
نعوض في (21) فتجد؛ 1 د - جز از 
حبث 2 ثابت وبذلك نحصل على المعادلتين التاليتين: 
[تماسب عيرق حير 
(26 7-0 جنر 
ومن الشروط الحدية نجد: ‏ 0 - (//ا - (1/0 
وكما مر معنا سابقاً فإن حل المعادلة (25) يكون من الشكل: 


اك مك1 
5 ا 0 ويقابل هذا الحل حل للمعادلة (26) هو: 
1 5 ا مر دقار 
ومته يكون حل المعادلة (26) : (27) يت ادم الك 


ومن ابول 0 نيد مث «اكي6 وي د وم -(0 80 
- 


: 
وحسب نظرية نشر فوربيه نجد أن: ا «كدمم ]| 
0 


إن المعادنة (27) هي حل للمعادلة ذات النمط المكافئي (23) . 


ببسي !| سس بييبي | بياس 
38 


الفصل الجادي عشس 
المعادلات ذاث' النمط الناقصي 
عند البحث عن عمليات مسثقرة نلاحظ أنه مهما اختلفت الطبيعة 
الفيزيائية لهذه العمليات (اهتزازات» توضيل حراري» انتشار غازات) فإئنا 
نصل بالنتيجة إلى معادلات ذات نمط ناقصي وأكثر هذه المعادلات 
شيوعاً هي معادلة لابلاس ‏ (28) 0920-0 
مسائل يؤول حلها لمعادلة لابلاس 
أ-: المجال الحراري المشتقر : لقد وجدنا سابقاً أن المعادلة الناتجة عن 
دراسة مجالٍ حراري مستقر (معادلة التوصيل الحراري) هي من الشكل : 
 )29(‏ 0ن المع إلا 
5 ثم 
- 
وعندما تكون العملية مستقرة (أي لا تعتمد على الزمن) فإن توزع الحرارة 
لا يتعلق بالزمن أي 0 * ,نا ومنه نحصل على 72-0 معادلة 
لابلامن» وإذا وجدت مصادر حرارة أخرى فإننا نحصل (بالاستقزار) على 
العلاقة + رت 7 ب وسعنة 
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الفصل الحادي عشر 5 9 المعادلات ذات النمط الذافصي 


حيث 7 كثافة المصدر الحراري و/ معامل التوصيل الحراري ونحصل 
على معادلة (30). تسمتئ”متقادلة“بواسون. 


ليكن المطلوب تعيين دالة (,1/) ( درجة الحرازة) المحققة داخل حجم 
*7 المعادلة: 


(2,طاند) [- 37-2 387 
بشروط حدية من أحد الأشكال الثالية: 
١‏ . :بر - 7 على السطح ”5 المحيط ب7. 
2. ير كك على السطح السطح 22. 
18 ور مو لك على السطح 2 
حيث + ,ترز ,تردوال معروفة . و “7 المشتقة الناظمية للدالة ن) 
على السطح 23 
تطبيقات(2): 


في الحالة الأولى نسمي المسألة مسألة ديرخليه وفي الحالة الثانية والثالثة 
فتسمئ الممتألة مسألة نيمنان. 
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التحليل الرياضي/ 3207/3 الياب الثال 

ب. كمون السائل : كمون التيار المسئقر أو المجال الكهربائي 
المتوازن ...الخ . 

مثال : 

ندرس.مسألة التيار الجهدي للسائل دون مصادر خازجية: 

بفرض 7 حجم محدود بسطح موجه 'لكر ويحوي تيازأ مستقرأ لسائل غير 
قابل للانضغاط كثافته م وسرعته (ت,ر)”1 وإذا كان هذا التيار كموني 
(محافظ) فإن سرعته ”1 تحقق. 


و 4م - 1 
بيث © دالة سلمية تسمئ كمون السرعة وعند أنعدام المصادر أي كان 
الحقل / لولبياً 
أي: 0- م به 


فإن م يكون توافقي (كمون السرعة). 
ليكن لدينا تيار مستقر (محافظ) ذو كثافة حجمية (بر,مر فإذا انعدمت 
المصادر الحجمية للتبار في الوسط فإن: 
0- ق مقف 
وإذا كان 5 هو المجال الكهربائي المحدد بوساط كثافة التيار وفق قانون 


أوم بالعلاقة : 8 


4 
2 
سمه سمس سس صعو رسع و عو وه جنع ده مم حدس جد مجه عه صصص ص مصعبد محص معد 
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الفصل الحادي عشير المعادلات ذات النمط النافصي 
حيث 1 الناقلية في الوسط والعملية ثثم بشروط الاستقرار ويكون ضمن 
هذه الشروط المجال 8 محافظأً أي: م امم - - تر 
حيث يمكلنا كتابة © لم قسدز 
وبذلك تجد: 0-وثم 
أي أن جهد الثيار (كمون التيار) يحقق معادلة لابلاس» 
بمكننا أيضاً دراسة المجال الكهربائي للشحنات المستقرة أي المحققة 
للمستاواةا : 0 - تلام 
ومنه حسب التحليل الشعاعي يمكئنا أن نكتب أن: 

0 وممع - د قي 
حيث © هو كمون الحقل. 
ويفرض (برء6م الكثافة الحجمية للشحنات الموجودة في الوسط (بفرض 
أن عامل نفوذية الوسط يساوي / :- ,م) فنجد حسب القانون الرئيسي في 
الكهرباء الديناميكية. 

"تلم ]| 4د مرومد د هبة إل 


7 0 
حيث 7 حجم ما وى سطح بحيط بالحجم 7 وأما :د فهي مجموع 
الشحنات داخل '7 وحسب قانون غوص . أوستراغرادسكي 


لمم سبج سح سب سج بسع د سمس سح سبج جو بس ا 
382 


1 
1 
1 
/ 
1 
ا 


1 
1 
1 
ا 
1 
ا 


للتحليل الرياضي/ 3 /---- .. الباب الثالث 
حك تاماه أ لمر[ 
7 0 
فإننا نحصل على مع 4 - ا مك 
وإذا عوضنا عن © ادبع - < ( نجد: مج 4م12 
أي أن الكمون الكهربائي في هذه الحالة يحقق معادلة بواسون. 
وعند انعدام الشحنات (0 - م) فإن © تحقق معادلة لابلاس. 
بعض حلول معادلة لابلائن: 
تشكل حلول معادلة لابلاس ذات التماثل الكروي أو الأسطوإني المعتمد 
على متحول واحد أهمية خاصة. 
إن حل معادلة لابلاس ذا الشكل © 67 : 7 (ذا التماثل الكروي) يتحدد 


من المعادلة التفاضلية. 


2 
وبتكامل هذه المعادلة نحصل على: بع كد 3 
وياختيار مناسب للثوابت ,0 ,6 تحصل : 4- 67 
والدالة هذه تسمى غادة الحل الأساسي لمعاذلة لابلا. 
وعندما تكون الدالة معينة أسطوانياً ومتعلفة فقط بالمتحول م أي: 
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الفصل الجادي_عشير : المعادلات ذات النمط النافصي 
(م) لا - نا 

فإن الحل يكون من الشكل : يم ١‏ م «/ ,0 - لا 

وباختيار مناسب للثوابت نجد: ع1 

وتسمى الدالة أيضاً بالحل الأساسي لمعادلة لابلاس في المستوي 
(بمتحولين مستقلين). 

© ملاحظات: 

إن الدائة 0-4 معينة في كل الفراغ عدا في نقطة المبدأ قتصبح لا 
نهائية ويدقة مناسبة يمكن أن نركز الشحنة النقطية + قي نقطة الأصل 
وتنحصل على الكمون عندها: كن 

بنفس الطريقة يمكن أن تكون الدالة ل ها- ,: محققة لمعادلة لابلا 


وبدقة مناسبة يمكن تحقق هذه الخاصة عندما 0 - م ويكون لدينا: 


لم ددن 
6 


خيث ,6 كثافة الشحنة في واحدة الطؤل؛ و لهاتين: الدالتين أهمية خاصة 
عند دراسة الدوال التوافقية. 


ل 0ك 
354 


طريقة تحويل لابلاس في حل المعادلات التفاضلية الجزنية 


عند تطبيق تحويل لابلاس على التابع المجهول (,) نا نحصل على 
تابع جديد وسيطي لنرمز له ب( وذلك بعد استبدال المتحول / 
بحدود التكامل في تحويل لابلاس؛ ولهذا فإن: 


لقنا أنه 
باتكو [زس ]| دارا 


لديأ 8 
اك (اند) لا 3-00 


(400665 ريون 02 
#ه 2 


(تادد)نا- ول )اناق - ام 
2 3 1 
)0 3 - (نيج) نال - (ك )87 - م7 


0 انق 
: 0 - ا 
0 2# 


هذا يعني أن المعادلة النائجة هي معادلة تفاضلية عادية تابعها المجهول 
هو (5./] من المفترض أننا نعلم حلها نطبق بعدها تحويل لابلاس 
العكسي على (5 ,:/] فنحصل على الحل المطلوب (/. 5. 

سنوضح هذه الطريقة من خلال خل مسائل رياضية فيزيائية نموذجية. 
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الفصل الحادي_عثير. --03020 المعادلات تات النمط النافصي 
أمثلة توضيحية: 

لتكن الدالة (,) 0 الممثلة لدرجة حرارة قضيب متجانس طوله يساوي 
الواحد محمول على محور السينات (63). 


5 5 5 ساق مه 
ا 8 © الشكل: 3 
إن المعادلة المحددة لهذه الحالة هي من الشكز 0 


لتكن لدينا الشروط الحدية والابندائية التالية: درجة الحرارة الابتدائية ثابتة 
وهي: »د زه 110 في اللحظة 0 + تؤثر على القضيب عند نهايته 
درجة حرارة هي 8 + (1)1,4) وعند النهاية الأخرى تكون درجة الحرارة 


صنفر أي : ع انب 
مماءة 
لنفترض أن (كيعه)نا - إ(ابعنااصة 


ويملاحظة أن: (5, ل - رزبا)ناصة 


لد إمامة - 
: 


202 ص 
سا6 


نطبق تحويل لابلاس فنجد: تاف 0“ (اجي)لاق 


1-- ئاق- 
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التحليل الرياضي/ 3 / الباب الثالث 


وبحل المعادلة التفاضلية العادية: ؟ بعلم ب + كلدل ,بن > (ؤجدانا 


وحسب الشرط 20 |0 الجذ: 


مس أنه 
وحشب الشرط ل - [(ب ااه 
يكون لدينا : 5 دول 6 ف 


أي: 


نعوض في عبارة (8 :6لا: 


ويأخذ التحويل المعاكس: امم (-- م جه - ربحان 
ومنه يكون : (31) صا 000 
ويكياك اراسي لابن 5 م نجد أن الأقطاب هي: 
ا لم 
١ : 5‏ 


كلاو اس 


1 
1 
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1 
/ 


اسك 
ردم ع8 م 0 


نعوض 32)في العلاقة (31) : 


2 2(اعويةا 
عق 


“لاد ك (40-4 م 
د 2 ١ه‏ 2 )80 
وهو الحل الموافق للمعادلة التفاضلية المعطاة . 

المعادلات التفاضلية الجزئية بأكثر من متحول 

لندرس مسألة اهتزاز غشاء مرن أو ما يسمى بالمعادلة الموجية ذات 
البعدين.لنفرض أن الغشاء المرن موجود في سطح مستو بيد0. 

وبفرض زرك :اك ب كوك عنصر تغير المساحة 

يلاحظ أن القوى المؤثرة على القطع عتاء ,بوا, هي 3:4 , «ر:7 على 
الترتيب حيث 7 يمثل قوى التوتر في وإحدة الأطوال وبتقريب مقبول فإن 
زوايا الانحناء تكون صغيرة بشكلٍ كاف لنستبدل جيوب تمامها بالواحد 
وتكون المركبات الأفقية لهذه القوى متساوية ومتعاكسة مباشرة أي أن 
الحركة الأفقية معدومة ضمن تقريب مقبول: وأما المركيات الشاقولية 
فهية © الاقم ه1 - 7 1/أى مرك:1 


والمحصلة تكون: (م»عا - لرواسوط 1س جه رق - [/«1ك)س1 
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التحليل الرياضي/ 3 / الياب الثالث. 


2 ب 
|« 2 (برعة ما يله 


حيث «ر< وير , بير < برك دير 


ا ا 011011 
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الفصل الحادي عشر _. متكت 


وتكون محصلة القوى المؤثرة شافولياً على الطرفين الآخرين هي: 
سيم كر ايه ارءورا 2 أنه 

حيت2 عر< ر, ربد < عرك + إن القوى المتحصلة الشاقولية 

على الكتلة «رك دام حسب قانون نيوئن تساوي: 


لم - (بروة بع ]دع عم 


أبمعه 
0 


وبالانتقال إلى النهايات 0ه تنا 0ه برتجد: 


سم (ب3 + بر و 


وهي المعادلة الموجبة لاهئزاز غشاء مرن ذي بعدين. 
تطبيقات (3): 


استخدام الإحداثيات المختلفة في المعادلاث التفاضلية الجزئية 
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التجليل الرياضي/ 3 / الباب الثالث 


إن استخدام أنظمة الإحدائياث المختلفة تسهل في بعض الأحيان حل 
المسائل فمثلاً إذا كان الغشاء المهشن دائرياً عندها يسهل استخدام 
الإحداثيات. القطبية التي نستخدم.فيها التحويل الثالي : 

هصاأز مسسير , 8م06 م حير 
فإذا فرضنا أن معادلة محيط الغشاء هي: 


7 


حيث ث ثابث؛ وكان المطلوب حل المعادلة التفاضلية |١‏ 


)03 
يسهل عملية الحل؛ وسترى ذلك من أجل مسألة الغشاء الدائري ذو 
نصف القطر 2. 


إذا لاحظنا أن الحلول متناظرة قطرياً أي لا تتعدق بالإحداثي 0 فإن 
المعادلة التفاضلية (33) تعود على الشكل: 


عة م شرق 3 


م 2 
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الفصل الحادي عشر .......... المعادلات ذات النمط الناقفصي 
لأن 24-0 وعندما يكون الغشاء ثابتاً على محيط أي # - م فإن 


20 
الشرط الحدي يصبح؛ 0 - هنا 
وبفرض أن سيا 
ا 


فإننا نستطيع حل المعادلة الأخيرة بطريقة فصل المتحولات كما يلي: 
لنفرض أن شكل الحل هو: 

(0ع ١‏ »رامنا 
نشتق ونعوض في المعادلة الأخيرة فنجد: 


: 
عل ل ري 


4 
و عونا 
4م أذ قبن لمعن 


نقسم على ع . 62177 فنجد: 


مه 1 _ نا 4 
# 2ه )7 اخ يه 


نلاحظ أن الطرف الأول يتبع ‏ وإلثاني , وهما متساويان أي كل منهما 
ثابت لهذا نجد: 


0 1 
كه م6 
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التحليل الرياضي/ 3 / ._. إلباب الثنث 
بإصلاح المعادلتين (34) فنحصل على : 


0 يت قل #ك 5 


5 لكان طته 
عر : 06 


النغير المتحول كما يلي: )در 


فنجد: فخ ل يي 
# له 


20 3 
ا 

م 

لل 


وهذه المعادلة كما نعلم تقبل الخل من النوع: 
(واوليت خجوامل -زالا 


حيث (),/,(),1 تابعاً بيسيل من النوعين الأول وإلثاني من المرتبة 
صفرء وبما أن الغشاء محدود فإن + ,1 عنذما 2.6 "ولهذا يلزم 


أن يكون 0 -:© وإذا أخذنا 7 -/0 نجد: 
زعا ول« (0) ول < 6ن 


المؤلفون ؛ د.محمد نور شمه د عازار الشايب د. شكري أيو عرابي 


القصل الحادي_عشير . المعادلات ذات التمط النافصي 


أي الحل: ‏ (/) ول (ايه- زارالا 
وحسب الشرط ‏ 0 -(01/) نجد 
0 - )مل (م) ع - زا لال 


يمكن تعيين .2ك ,6-1 حيث .» الأصفار. الموجبة ل(66ل. 
أي: ) - فلل - 0ر1 
8 
(ركاام 


4 7 5 2 0 
ا 0 8١.‏ 17 
معادلة. لابلاس بالأبعاد. الثلاث (نظزية الكمون) 

من أهم المعادلاث التفاضلية الجزئية معادلة لابلاس أي المعادلة: 
سه عطق عق 


أ ا[ 


3294 


التحليل الرياضي/ 3 أ 5-595 الياب الثالث 


ولقد أطلق الرياضيون اسم نظرية الكمون أو نظرية الجهد على حل هذه 
المعادلة ودعيت الدوال المحققة لها بالدوال التوافقية والتي تتميز بأن 
مشتقاتها. الثانية مستمرة. لقد حلت"“هذه المسألة رياضياً بواسطة التحليل 
المركب وتابع بمتحولين وسوف نذكر بعض حلولها في التطبيقات 
الهندسية في أبحاث الجاذبية يعطى قانون تيوئن قوى الجاذبية بين 
كتلتين : ,بم والبعد بينهما « كتابع # تدرجه هو التابع: #ثثير نا 
حيث ب التسارع الأرضي و يعطى كما يلي: 


*(مة سبع) + “لإرئر - نوع “دسم د خم 
بعد الكتلة الأولى عن الثانية ؛ ويسمى التابع (ع,نز:/ا يكمون حقل 
الجانبية وهو تحقق معادلة لابلاس أي: 7757-0 حيث 1 


دن 
8 

وعند نراسة الشحن الكهربائية ذات الكثافة (بر.6 م الموزعة على منطقة # في 
الفراخ فإن الكمون يعطى: .رمم [[| - (ت,ربء«)نا حيث ٠‏ 0<غم 
والتابع + /ا حل لمعادلة لابلاس أي الكمون الكهربائي السابق حل 

2 
لمعادلة لابلاس. 01 هسم []س» بر 
7 7 
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ا 
ا 
1 
1 


وفي الكهرباء الساكنة تكون القوى المؤثرة هي قوى كولون المماثلة لقوى 
نيوتن وهذا يدل على أن كمون الحقل الناتج هو أيضأً حل لمعادلة 
الابلاس وهو توافقي أيضنأء كذلك الأمر في مسألة انتشار الحرارة المعادلة 
الأساسية من الشكل: “0 53 


3 
وعندما تكون الحرارة غيير مثقلة بالزمن نحصل أيضاً على معادلة 
لابلاس» وفي التطبيقات الهندسية نحتاج لحل معادلة لابلاس على 
سطوح معينة محددة وضمن شروط حدية وابتدائية معينة ولهذا نستخدم 
نظام الإحداثيات المناسب لشروط المسألة فإذا كان التناظر مركزياً 
نفضل الإحداثيات الكروية وإذا كان التناظر محورياً تفضل الإحداثيات 
الأسطوانية وهكذا .ولقد رأينا معادلة بيسيل في الإحداثيات القطبية ويمكن 

الحصول على معادلة ليجاندر في الإحداثيات الكروية. 


ٌ 
ا 
ا 
١‏ 


التحليل الرياضي/ 3 / الباب إلثالك 
مسائل محلولة 

مثال( 1): 

أوجد حل المعادلة التفاضلية الجزئية؛ 


حيك : 0< 0ح رقنا 
0< 0- لبإلا 
:>عةٌ ه || مدوم 

الحل :9 المعادلة المعطاة تفاضلية من النمط الزائدي . 


وهي تمثل معادلة انتشار الحرارة على قضيب متجاتس طوله 7 ضمن 

شروط تحقق الانتشار الحراري المتساوبي على سطح القضيب. 

لحل المعادلة بطريقة فصل المتحولات أي لنفرض أن الحل من الشكل: 
)037) 0ب 0 


ا ا د 

نبدل في المعادلة المفروضة فنجد: 6 0 

وهذا يعطي: كبر + 0ع ب مم 
7-0 ع توا 1 
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القصل الحادي عشر المعادلات ذات النمط النافصي 
ومن الشروط الابتدائية والحدية نجد: 

0 - () ”7 . (1/0 - زهان 

0 - () 7 . )لد > رو انا 


وهذا يعطي: 80-0 ,0- بيد 

مع المعادلة: ريم + 0ح ر6 6 7ه 

وحلها كما نعلم: عمل 4 - (يذ) عل عديه «ز5 8 + يديه 

وحسب الشروط نجد أن الثابت 0 - 4 وحسب الشرط الحدي الآخر نجد: 
0 انه ملك 8 - (إئز 

ومنة 0 حجر م ملك > وجاك 

أي أن الحل هو: طرق - ومارلة 

وأما المعادلة الأخرى “7 +ن -ج عر و 

فحلها كما تعلم هو حل أسي من الشكل ب للتمسو نه زكر 


5 
ار 


أي 
ويكون الحلة 70 ١‏ 2,00 - زا به له 


كام آء 1 3 مره -(1 66 هنا 
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0 
1 
1 


التحليل الرياضي/م 3 /....... للباب الثالث 


5-5 ديه 1 
كن فل عسيعااب وان 
زبخت يبدل 


وحسيت"الشروط الابتدائيّة نجد: عن عاق ,04ل - 2د زمجم)لا 


2 


والثابت ,ه يتعيين من نشر فورييه الفردي كما يلي: 


-مزستة] هس 3دره 
1 1 


7 


أي الحل المطلوب هو: 


مثال (2): 
حل للمعادلة التفاضلية الجزئية: 


عك " ,لآ دز ,[)1] , 60> نرم)نا 
> >0 عدت (110,0 


الحل : المعادلة المعطاة تفاضلية جزئية من النمط المكافتي » لنفرض: 


2 كن 2 
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0 - ,)نا 
نبدل في المعادلة المفروضة فنجد: 
0<؛,| > ع >0 7 5 
8 
11-0 ”11 0 > زا ,)لال 
7 > >0 »تكسم - زلبدارز 
وذلك اعتماداً على المثال (1) 


ويكون الحل كما مر معنا في المثال السابق 


37 9 
عه تسرك 5 انان 


مثال (3): حل المعادلة التفاضلية الجزئية: 
0 > رركم , م>عر>0 0 - ازبر 1 تر 
ضمن الشروط الحدية : 0 :د - (60ل > > 
20 
لت 
0-(6لا 
0ت ريه 5 


اام 200 
400 


التطيل انرياضي/ 3 / 85آظ الباب الثليث 
الحل : المعادلة المعطاة تفاضلية جزئية من النمط الناقصي . 
وهي تمثل انتشار حرارة على مستطيل رقيق إبعاده ه, 8 معزول من 
الطرفين » حيث إن طرفه الأول درجة خرارته صفر والثاني محدد بدالة 
جمدومر . 
ليكن شكل الحل هو: (36_ «01-(ر م نا 
نبدل (36) في المعادلة المفروضة فنجد: 

0 2ع جر 

ويم + دير 
ومن الشروط الحدية 0 , »> +نجد: 

0ع الو دج 
ومن أجل حل غير تافه:. “مر + وان جز ني 
0- رما خلا - رمم جز 

ويكون الحل: ١‏ 605 1 (بملل :ذه «تكرظط + عدم 
ومن الشروط الحدية نجد أن؛ :8-20 و ء رار - م 


كمه 0377 مور -جنا ماد 
1 


أما حل معادلة '[ فيكون من الشنكل: 
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1 
1 
1 


الفصل الحادي عثير 5 _.... المعادلات ذات للنمط النافصبي 


بره 507 طن نون بلك © - إرزا 
وهي تكتب كما يلي: 

روم 7ج بلاط - رن1 
حيث؟ عم ملفل 06 7-6 
ون الشروظ الحدية 0 1/4 نجد: 

0- راع طبه لظ - رم/3 


وعذا ا د ع 
نعوض (37) و (38) في العلاقة (36) فنحصل على الحل: 
و د ا رد وه (بكا ب ريون 
7 0 


5 


أنتهى بحمد الله , 
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1 
ا 
1 


١ 
١ 
ا‎ 
1 
1 
ا‎ 
ا‎ 
ا‎ 


المصطلحات العلمية 


تجاه سالب 

اتجاه موجب 

اختبار فيرشتراس 
اختبار المقارنة 
اختبار النسبة 
استقلال عن المسار 
اسقاط جغرافي 
استمرار تحليلي 
أصل المشتقة 

السعة الزاوية للعده 
الفرع الرئيسي 
القيمة الرئيسية 
المحور التدخيل 
المحور التقيقي 
امتستوي المركب المقلق 
باقي 

حجزئة 


تحويل 


ده عه علكووع لز 
عمتاهتمعتيه علينازومط 
أقم1/1-1 ممه دعنك /لا 

أقع) لمدعليوم مو 

أو أله 

طلهم 6ه ععوعلمءمع0م1 
تامناعء زمعم عتطمهرهومعوع و 
مه ممصم عنابزلقصم 
علا الدع 0 -أكهم 

عتكهف 

طاعموعط لدماء متو 

عله لومتعصلوط 

كنعجة لاتوستعقتم1 

كتنة اوعجر 

عمهام عءاصصره0 فلعلمعمرع 
عدونوع 1 

ممتكتموط 


م1 


٠‏ د-محمد تورشمه د. عازار الشايب د, شكري أيو عرابي 


المصطلهات العلمية 


ممأعمصرده عمهعا ممتاهامم م" 
تمدع هكعمهها مماغ تمع دلج 
ممتتهسم كعم ممعمتر 
ممتتفص رمكعمصا تحدم هتمع 
كعمسها لعالمتععطع ع ممجطعه 
مما همده كعصدنا عسعمتائع 
صتمي 

20 لمعلل 

بم متساط 

ماصفلا 

عت معو ء سوهت 

عه معييعع حصف عاسامعط م 
ععمعع عدوم ممروقتمتا 
ممعي ع حصده مجاساصنوط 
لعععام] 

لدموعنم1 مدق 

لمموعام1 عأمع ص مومع 
تمعوزعيم1 ععممعصدو1 

«متعمنة د كه 260 

معطصينام عواصصمة معه اومع1 
و عقعه قه م26 

تمتتمععمم 

لمتتمعامم عأتهاهمجاععا18 
فممط عومططيرتء نر 

عملم لطع ست 


عع ف كه برمد كم تفط 
ماع عفماععاع 


لعل وماعه /ا 


لعا عماعمب لمم مم1 "1 


404 


ا 
/ 


ا 
1 


ا 
ا 
ا 
١‏ 
ا 
! 
ِ 


دالة مطابغة (مشائلة) 
دالة نسبية 

دالة واحد ‏ لراحد 
سرع الجهدا 

سعة لقوية 

أشرظ كوني 

البكل) قطبي 

ود 

صرحة دهمؤافز 
كوشي_ذلتكامل 


ا 0 


4ع جماعهب تاج عوووت 
ممما 

عمنا اقصموبرامط 

عملا بموعىاة 

ععونا معرمك 

كعلعمم»" لمعمل 

ممعي ممه أن علعمت 
ومتاعميع 

ومقعسية متمعييق 
صمتتعوية مول 

ممتعمد لستتمعمممييع 
ممأاعمية عتابراهريم 
ممتعمبظ عتممو ممق 
ومتاعوه) عستعمن ‏ 

ددتاعمدة عتفمتعم 
اعون مممبمة 
ومتعدم) ممع 

ممتعمدة ساد مام ة الماح 
جمفاع مد عنما سمدمو فر 
ومقعمسا لممسرمامو 
ممتعصبى لممم تمع 
«متاعمدة عهه ما عمه 
امتامعهمم تامام 
اعسوم 

ومتتعياى راسمو 

صممهة؟ عدامم 

ممم 

#اسسمها زاك مسماة عم 
هلدوووه؟ أدورعامة برطعسست 
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المصطلحات العلمية 


صبيغة كوثي للتكامل العامة ماده ديوع مآ برطعسمت فعوزتميعم» 6 
طول كانتور مهندم و عه لدم 
عدد تميلي خالص تطبه ومممتهممبة عموع 
عدد حقيقي وعطصيكة تدمع 
عدد مركب عامس ا كع اوسووت 

صمي 


غنت اعصممم 
عانم عتم 

عادرك مم8 عساداق كل( ممسستجد ايز 
ماده لمائوه 11 

عست 

.عونق تعوماء. 


ععتك صعوة 


عام 
عامم عامساة 

ععيدمم عم امسمة 

مم 

عله لممعمام؟ برطعبيوت. 


كانتور مقتوح عم اهمه معوه 
كانتور مرجب الاتهاه عسملدمه لععمعاعه بزاعبرةاتعوم 
كثير ةجعدود لمندمه رامع 
لا تهاية (الرضز ) واتمقمة 
لوغاريتم سطضموم1 
متباينة ائثلث راتتمسوعما جدلموهمذئة 
محالية ممع سرومة 


مس حدم سسسب تسدنا ماب لسسع 0ك 
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ممعدومه أصعو سجومت 
عدوم بوعدوت 
مممي 

لمتتمع امج هع 
لصحم ءطاممة 

عماعو 

تعاوعة وسور 
ممنيعد ومارر 
ععامعه اممو ربا 
عمفعة ميرد رمدت 
عماوعة برطاعموت 
مم8 مم سل 
مامه متوساع ور 
ععاممه عفام ممق 


فم عمو 


عمسو تومت 
متممموط 1 
وماتمكعك زه متمرووم 
متمصيمة ممع ممم نزاو 
للعدومة قمع عسوم رارقا اقيق 
معو لكتممم 
11113ذذ ا 
عمد ممصم وطمي 
معن علصمع 
امه لع وماك 


امه معو 
«ماعصية نه دمر 
عكموسزمم 
عتدريد زددت عتم دصمولع 
عامونزدم ماموووت 1 
امم ممص 
ممتتمموع ممواو مر 


لللبخبرببببلا7ل7يييي 00 
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المراجع العلمية 
المراجع باللغة العربية و الانكليزية 


187 عوردهةط دردقمم؟؟ بكتسرافهة عامههت ما وم تكمتتحه1 بوهم 

.الك بكدد#معتارية قسه عاطماعة؟ عمادمه :لال مسمظ ,18 لأست 
80م مآ 1984 .مندمه عأممظ .م1 [1غ1] س6 عل/ة ,لع 

ع8 بأتلت ,1986 .عم لاعم#هفدلاا ركواطملمة/ا #وامسة© ز.©.58 بتعطفاع 
ممم 

,1977 عه .درف طسم رما للا-ممعتلل4 ,كتسرلقهث عواممرمة :.3 رهمما 
مآ 

عوك فمه كعتامسعطامكة جه) ععاطمايو/ تامهم عتحد8 نل كمع طتمقة 
.دماعدظ ,1982 بدممد8 قمه دترلتخ ريستجمممنع 

.184 ع3 وده لمآ حم 6 316 كتمراقمة تممه قمد لمعه :/8ا ,متفسع 
16 


موف عوج خ/ مسف لمسمطة .© علعتطوط , الن2 ب وتسمعط 
عملساعم] ./ كممتمعتامدة طاتك كتعمد ارسي هل 

. ععكه هة 

.03 ,0-7637-1437-2 501و 


8. د:.محمود كتكت » مبادى التحليل المركب» دار ومكتبة الهلال ؛ بيروت 


2003 . 
9 د. عازار معروف الشايب © رياضيات /4/؛ منشورات جامعة ثتمشق 
0 
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اللجنة الغلمية: 


_الأشتلذ الدكتور هبد الباسط الحطيّك 1 
-. الأستاذ المساعد الدكتور نظير هلال 
- الأستاذ المساعد الدكنور عماد فناش 


المدقق اللغوي : 


تم الأستاذ المكتوورة_بيكينة ترك 


حقوق الطبع و الترجمة و النشر محفوظة لمديرية الكتب والمطبوعات 
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